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Izviecek:

CEDILNIK, A.: PRODANOVA RASTNA FUNKCIJA

V sestavku so zbrane formule o rastni funkciji
y = x2/(a + bx + cx2)

pri poljubni izbiri koeficientov a, b, ¢. Dodanih je nekaj napotkov za prilagajanje te funk-
cije numeriénim podatkom

Abstract:

CEDILNIK, A.: PRODAN GROWTH FUNCTION

In the article there are collected formulas on growth function
y = x2/(a + bx + ox?)

where the coefficients a, b, ¢ are optional. Added are some instructions on the applica-
tion of this function to numerical data.
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uvobD

Funkcijo r(t) = t2/(a + bt + ct2), ki danes nosi ime po MICHAILu
PRODANu, je v gozdarstvu prvi uporabil JOHANN WILHELM HOSS-
FELD Ze leta 1822, verjetno v obliki z asimptoto, torej ¢e so koeficienti
a, b in ¢ pozitivni. Uporaba te funkcije ima potemtakem Ze dolgo tradi-
cijo in dandanes je priljubljena bolj kot kdajkoli prej, ker zaradi uporabe
racunalnikov njena relativha kompliciranost ni ve¢ problem. Zato je
naravno vprasanje, ali ima dejstvo, da ta funkcija tako uspedno opisuje
rast dreves, kaksno biolo3ko osnovo. Odgovor je nikalen: funkcija je le
dovolj fleksibilna in nima nikakr§nega bioloSdkega ozadja. Pa 3e
navkljub njeni gibkosti je uporabna samo za opisovanje enakomerne
neovirane rasti dreves ali sestojev. Ce je rast koli¢kaj problematiéna, je
iskanje kakrdne koli prilagoditvene funkcije precej neumestno in raje
uporabljamo metode numeri¢ne analize.

Tole delo naj bi bilo predvsem priroénik o Prodanovi rasti. Morebitni
uporabnik  najprej prilagodi Prodanovo funkcijo svojim numeriénim
podatkom, upoStevaje (ali pa tudi ne) napotke iz 5. razdelka. Potem
dologi tip rasti in izraGuna koli¢ine, ki ga zanimajo, vse po formulah iz
3. razdelka. V pomo¢ so grafi v 4. razdelku in preprost primer obdelan
v 7. razdelku. Prav ta primer pa kaze, da je zelo pomembna izbira
metode aproksimacije in nasploh tiste predpostavke, ki jih uporabnik
naredi po svoji presoji glede na predmet obdelave, ki pa ne sodijo v
koncept tega dela, saj niso matemati¢ne narave.

Da pa bi bilo delo v pomo¢ tudi uporabniku, ki dela s kako drugo rast-
no funkcijo, je vsebina nekoliko obseznej$a; dodanih je nekaj splosnih
dejstev o rastnih funkcijah in samo zato so obdelani tudi taki tipi
Predanove rasti, ki sicer v praksi ne nastopajo. Skratka, v razdelkih od
2. do 6. je podan primer analize neke rasti.

1. SPLOSNO O RASTNIH FUNKCIJAH

Rastna funkcija r = r(t) je realna povsod definirana funkcija, ki zado$¢a
naslednjim &tirim lastnostim

(R17) r{t) je narasSCajoca funkcija;
(R2) r(t) je z leve zvezna funkcija;
(R3) r(-e0) = lim r(t) = 0;

X = -C0
(R4) rifeo) = lim  r(t) < =

X - oo
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Rastna funkcija je torej z nenegativnho konstanto V = r(e) pomnozena
porazdelitvena funkcija. Konstanto V imenujemo konéna velikost. Ta
definicija rastne funkcije je 8e preve¢ splosna, da bi bila uporabna v
praksi. Zato ji dodamo dve zahtevi.

Biolo8ka rastna funkcija je rastna funkcija r = r(t) z dodatnima lastnos-
tima:

(BRT) Eksistirata Stevili R in S, da je
rR) = 0, (1)
ns) =V, (2)
zavsaktmed RinSpaje0<r(t)<V.

(BR2) Eksistira funkcija p = p(t), da je

| o
o = [ el @
— O

pri Cemer je p(f) taka, da jo lahko zapi$emo kot razliko dveh
rastnih funkcij.

Ce je t ¢as, potem (BR7) pove, da je rast dasovno omejena. R je zadetek,
S pa konec rasti. (BR2) pa zagotavlja, da lahko govorimo o prirastku in
da je rast zvezna. Slika bioloSke rasti je torej vedno taka, kot kaze
Slika 1.

Funkcija p(f) je definirana z integralom (3) in njene vrednosti v
posameznih toCkah niso enoliéno dolotene. Zato se domenimo za
dodatek k definiciji:

p(t) = 21_ 'Iim p(t) + lim p(u)} (4)
u-rt uNt
Slika 1 OBICAJNA OBLIKA ® 3

BIOLOSKE RASTNE

FUNKCIJE R ;
Usual form of biological :

growth function -~ !
S
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To pomeni, da &e je p(t) v neki tocki t, nezvezna, je tam njena vrednost
ravno sredi med levo in desno limito (Slika 2). Definicija je dobra, ker
ima vsaka funkcija p iz (BR2) zagotovo levo in desno limito v vsaki toCki.

Slika 2 NEZVEZNOST o1
'PRIRASTNE FUNKCIJE TE .'/\

i : plt ) p=——— )
Discontinuity of current

, o 1 p(w) b = = =
increment function wfte /':
N |

o) t

)

Tako definirani funkciji p (f) bomo rekli prirastna funkcija in je ocgitno
omejena in nenegativna. Njena analogija v verjetnostnem rac¢unu. je go-
stota porazdelitve. Pogoj, da je p(t) razlika dveh rastnih funkcij, ni hud,
saj je taka vsaka integrabilna omejena odsekoma monotona funkcija.

Izkaze se, da sta rastna in prirastna funkcija skoraj povsod odvedljiyi
(skoraj povsod pomeni povsod razen na mnozici to¢k, ki jih lahko
pokrijemo z intervali s poljubno majhno skupno dolzino). Torej je skoraj
povsod

p(t) = r(1) (5)
Definirajmo $e rastni pospesek:

q(t) = p'(1) (6)
kjer ta odve¢ paé eksistira.

Vpeljimo Se dve funkciji. Popreéni prirastek:

D = i f(U) - f!t) ,t R l
o(0 Jlintu-R Yt-R 7 (7)
l 0 ,t=R l
in rastni potencial:
p*(t) = lim V- rlu) _—_l_V;ﬂQ_,t:ts\ ®)
uzt S-u S-t
[0 ]
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Popreéni prirastek je popreCna vrednost prirastne funkcije na intervalu
(R, t ], rastni potencial pa je popredna vrednost prirastne funkcije na
intervalu [1,S]. O rastnem potencialu je smiselno govoriti le, e je S v
kakdnem smislu "naravni”’ konec rasti.

Obe funkciji sta zvezni povsod razen morda p v R, kjer je zvezna z leve,
in p* v §, kjer je zvezna z desne.

lim p(f) = lim p(t) (9)
t\R t\R
limp*(ty = lim p(t) (10)
t48 t48

lzven intervala [R,S] sta precej nezanimivi. Zavsak t 2 0 je

PR-8) =p*(S+1) =0 (1)
S+ =p(R-0) = ——F— (12)
Izraz

D=—Y =D(S) = p*(R) (13)

S-R

imenujemo konéni popreéni prirastek.

Ce je P(ty) = plto), je ty za p(t) stacionarna ali ekstremalna tocka. Ce je
p*(tg) = p(ty), je ty za p*(t) spet stacionarna ali ekstremalna tocka.

Med R in S velja, da

P(t) strogo narad&a tam, kjer je p(t) < p(t),

p(t) strogo pada tam, kjer je p(t) > p(1),

p*(t) strogo naradca tam, kjer je p*(t) > p(?),

p*(t) strogo pada tam, kjer je p*(t) < p(?).

V skladu s tem definirajmo za to&ke na intervalu [R, S]:
inicialna faza = 4t | D(t) £ p(t) , () > p(t)§
optimaina faza = {t | p(t) £ p(t) , p(t) £ p(¥)}
{t D) > p(t) , p*(t) € p(t)}

ftD(t) > p(t) , *(t) > p(t)}

terminalna faza

I

faza stagnacije
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Meje med fazami so v teh definicijah ostro dolotene. V aplikaciji pa se
obicajno faze zvezno prelivajo druga v drugo in tako moramo tudi razu-
meti gornje definicije. :

Ce je prirastek p(t) v tocki t zvezna funkcija, jezat # R

p(t) - p(t) = (t- R)P’(t) (14)
inzat + S
p*(t) - p(t) = (S - Hp™(1) | (15)

V to¢kah, kjer je p(t) = p(t) (oziroma p*(t) = p(t) ), gre tangenta na kri-
vuljo r = r(t) skozi tocko (R,0) (oziroma (S,V) ). Krivulji p = p(t) in
p* = p*(t) se sekata natanko v tistih tockah, kjer se sekata krivulja
r = r(t) in premica y = D(x - R), ki je zveznica tock (R, 0) in (S, V).

2. OSNOVNE FORMULE PRODANOVE RASTI

Prodanova rast je bioloka rast, katere rastna funkcija se na obmocju
spreminjanja, torej med R in S, izraZza s Prodanovo funkcijo

rt) = t2/(a + bt + ct?),

Edina ni¢la Prodanove funkcije je pri t = 0, zato zveznost rastne funk-
cije implicira: R = 0, S >0.

V= S2/(a + bS + cS?) (16)
V splodnem torej velja

0 , 1t €0
)y = {t2/(@a+bt+ct?),0<t<S§ (17)
v ,t 28
Obrat formule (16) zaa = 0 je
S = bV/(1-c¢cV) _ (18)
zaa + 0 pa
S = 2a (19)

-b + V,b2-4ac + dalV
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Prirastna funkcija:

0 ,t< galit >8
p(ty = | P(S) =8 (20)
« I t2a + bt) 0<t<S l
(@ + bt + ctd)2

p(t) je zvezna in odvedljiva funkcija povsod razen morda pri t = 0 ali
t =S.Z2aa=0je

1 1
= limp(t) = = (21)
2 o 2

zaa + 0 pajep(0) = 0.V prvem primeru je p(t) pri t = 0 nezvezna, v
drugem pa zvezna.

p(0) =

1 _ S(2a + bS)
pS) = 5 :ITSp(t) "~ 2(a + bS + ¢82)2 22)

Prit = S je p(t) zvezna le, &e je p(S) = 0, kar pa je mozno samo pri
a>0,¢c>0,0>b > -2)ac (tip /), in sicer za

S = -2alb (23)

To je potemtakem edini primer, ko je prirastna funkcija v celoti zvezna.
Rastni pospesek:
0 t< Qalit>§

q(t) = p'(t) = | 2(a®-3act?-bet3), g < 4 < (24)
(@ + bt + ctd)3

Cejea =0, je

lim g(t) = -2¢c/b2 (25)
two
lim q(t) = -2bc/(b + cS)3 (26)
tsS
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Cepajea # 0, je

limqg(t) = 2/a (27)
txo

lim q(t) = 2(a? - 3acS? - bCSs) (28)
t 7S (a + bS + ¢S§2)3

g(t) prit = 0 int = S ni nikoli definiran, ker p(f( ni tam nikoli odvedlji-
va funkcija.

Za §tudij rastnega pospeska, pa tudi prirastne funkcije, potrebujemo Se
nasiednji odvod:

6(ct‘2 - Q) (bct2 + 4act + ab) p< t <S
(@ + bt + ctd)?

0 t<oalit>S$S (29)
- | |

Poprecéni prirastek:

0 ts0
Aty = (tla+bt+ctd ,0<t <3S (30)
Vit 128

Rastni potencial:

VI(S - 1) i s0
pr(t) = aS + (a + bS)t ,0< t=<3S$S (31)
(@a + bS + ¢S2) (a + bt + ct?)
0 , t 28
B(S) = p*(0) = D = VIS = Si(a + bS + ¢S?) (32)
Na intervalu 0 < t < S veljata formuli:

S _ t(ct? -a) 33
P - pl1) = (a + bt + ct?)2 (%)
- - a\2 - o2 2
ot - plty = S [(cSt - a)2 - ctP(a + bS + ¢S2)) (34)

(@ + bS + ¢S2) (a + bt + ct?)2

Prodanova rast ima 2 ali 3 faze rasti, ki so vedno intervali, torej povezane
mnoZice. Faze si sledijo po vrstnem redu: inicialna — optimalna — ter-
minalna. Nikoli pa ne nastopa faza stagnacije.
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Prirastna funkcija ima v&asih absolutni maksimum. Oznadimo &as
absolutnega maksimuma s P. Vedno je 0 < P < S in vedno je P v opti-
malni fazi. Ce je P enoli¢no doloden, je najmanj$a pozitivha resitev
enacbe

bcP3 + 3acP2 — a2 = ¢ ‘ (35)

V sploSnem pa je P vsako Stevilo med 0 in S, ki zado$&a (35).

3. TIPl PRODANOVE RASTI

[r = t2/(a + bt + ct2 ) J

I
E:O,b>0] | E}o

Tip A Tip B Tip C Tip D

| I
[p=-2 vae] [-2Vac <b < o] [v= 0]

Tip H Tip I Tip J

Tip A a=0,b>0,c<0,S <-blc

Grafi: r = r(t) (Slika 3), p = p(1) (Slika 10), ¢ = q(t) (Slika 16)

Zgornja meja za S je pol Prodanove funkcije in odvodov.
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Faze: [0,S) Iiniciaina faza
{S] optimalna faza za S 2 -b/(2c)
terminaina fazaza S < -b/(2c)

Tip B8 a=¢c=0,b>0

Enakomerna zvezna rast
Grafi: r = r(t) (Slika 4), p = p(t) (Slika 11), g = q(t) (Slika 17)
Prodanova funkcija je linearna, odvoda sta konstanti.
Faze: {0} inicialna faza
(0,S) optimalna faza
{S}]  Terminalna faza

0 < P < S (katerakoli vrednost !)

p(P) = 11/b : (36)

Tip C a=0,b>0,¢c>0,V<llc

Grafi: r = r(t) (Slika 5), p = p(t) (Slika 12), g = q(t) (Slika 18)

Prodanova funkcija ima za t = o asimptoto r = 7/¢, odvoda pa imata
asimptotip = 0ing = 0.

Faze: {0} inicialna fazaza S<blc
optimalna fazaza S 2 b/c
(0,S]1 terminalna faza

2a

TipD |la »>0,¢c<0,S8<
-b + Vb2 - 4ac

Grafi: r = r(t) (Slika 6), p = p(t) (Slika 13), g = q(t) (Slika 16)

Zgornja meja za S je pol Prodanove funkcije in odvodov.
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Faze: [0,S) inicialna faza
{S}  optimalna fazaza S 2 -b/(2c)
terminalna faza za S < -b/(2¢c)

TiPE| a>0o,b<0,c=0,S < -alb

Grafi: r = r(t) (Slika 6), p = p(t) (Slika 13), ¢ = q(t) (Slika 16)
Zgornja meja za S je pol Prodanove funkcije in odvodov.

Faze: [0,5) inicialna faza
{8} . optimalna faza

»TipF as>0,b=c=20

Grafi: r = r(t) (Slika 6), p = p(t) (Slika 14), g = q(t) (Slika 19)

Prodanova funkcija je kvadratna, prvi odvod je linearna in drugi odvod
konstantna funkcija.

Faze [0,S) inicialna faza
{s] optimalna faza

TpGla>o0,b>0,c=0

Grafi. r = r(t) (Slika 6), p = p(t) (Slika 15), g = q(f) (Slika 20)

Prodanova funkcija ima za t - oo asimptoto r
p = 1/bin drugiodvod g = 0.

(bt — a)/b2, prvi odvod

Faze: [0, S) inicialna faza
{S}  terminalna faza

2a
, 0,c>0,bs -2Yac, s < —
TioH | @2 Y ac, —
P b + Vb2 -4ac

Za tip H velja vse isto kot za tip E.
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a»0,c>0,0>b »-2Yac
Tipl | s < -2alb (===V s 4al(dac - b2))

Grafi: r = r(t), g = q(t) (Slka 7), p = p(t), B = P(t), p* = p*(t) (Slika
8)

Zgornja meja za S je maksimum Prodanove funkcije. Prvi odvod ima
prevoja (in drugi odvod ekstrema) v to&ki B in C:

I
|
[N
QD
0“
5
Q
f\)
-~
o
N
'
Q0
-
(9]

c (37)

B = + Valc ' (38)

Prevoj Prodanove funkcije, maksimum prvega odvoda in niéla drugega
odvoda so v to¢ki P:

2a (1 1 ) ) 39
P = -—b—(?- cos 3‘—[ n + arccos (7 2ac )] (39)

P je absolutni maksimum prirastne funkcije le, e je S > P. Tedaj je:

C<SEA<P<SB (40)
kjer je
A = 8 (41)

cS + Vela + bS + ¢52)

A = C===>8 = -2alb

ZaS > Cje:
c(4ac b2)
o(C) = _b_Viac- b2 (2 Vac + Vdac-b2) (43)
(4ac - b2)2
©) = 202 Vac + Vdac - p2)2 (44)
= (4ac - b2)2
Za S > B se funkciji p(t) in p*(t) sekata in sicer v to¢ki
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T = al(cS)
Veljata oceni:
C<-bl(20)s T
A<T<8

- Za S > B veljajo $e naslednje trditve:

B = VsT

nT = DT

p(T) = p*(T) =D

p(T) = D2(b + 2¢S)

q(7 = 2cD3(c2S3/a - 3¢S - b)
nB) = c(zwj'/raf+ by - BPB)

p(B) = B(B) = 1/(2Vac + b)
q(B) = -2¢c/(2Vac + b)2

Faze: Ss P =[0,5) inicialna faza

{S}  optimaina fazaza S
terminalna faza za S > -b/(2c)

P<3S sB=[0,A) inicialna faza
[A,S) optimalna faza
{s} e optimalna faza za S € -b/(2c)
terminalna faza za S > -b/(2c)
S> B =[0,A) inicialna faza
[A, B] optimalna faza

(B,Sj terminalna faza

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)
(50)

(51)
(52)

(53)

(54)
(55)

Ker je B > -b/(2c), velja nasploh, da je S v optimalni fazi za Ss

-b/(2c), in v terminaini fazi za S > -b/(2¢).

-bl{2c) je Sibek priblizek za P:
|P-(-bl(2c) )| < 0°09623(-2alb)
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Tip 1. | Posebni primer: S = -2a/b (57)

V= 4al(4ac - b2) (58)
0 2a + b1 JtSoalitz$s
a + ’
p(t) = — , 0<t (59)
{(a+ bt + ct?)2 f=S
I VIS - 1) t S0 l
prin = — A2 DB 5y g (60)
2S(a + bt + ct?)
0  t 28

p,P in p* so povsod zvezne funkcije, r pa je celo povsod zvezno odvedlji-
va funkcija.

P je absolutni maksimum prirastne funkcije in je:

P:S[%-cos%(n+ arccos )] (61)
kjer je

p = 1-b2/(2ac) € (-1,1) (62)
D = -2bl(4ac - b2) (63)
A=C=8(1-V{ +¢)i2 , (64.)
B =SV(1-¢)l2 (65)
(S-A)R =82-B2 (66)
T =-bl(2c) = S(1-¢)/2 (67)
nA) = V(1 -V (1 +¢)12)/2 (68)
HB) = V(1 +V(1-0)I2)2 (20)
nT) = V(1-9)/2 (70)
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p(A) = p*(A) = D(1 +V2i1(1 + ¢))I2 (71)

p(B) = p(B) = D(1 +V2I(1-°7))I2 (72)
p(T) = 2D (73)
p(A) = p*(B) = D/2 (74)

V naslednjih formulah naj bo

Q = 8ac2/(4ac - b2)2 = 2vS2/(1-p2) (75)
limg(t) = Q1 +¢ )2 : (76)
t yO

lim q(t) = -Q(1 - 7)2 (77)
t 48 ‘
q(A) = Q1 + V(1 +£)I2)2 (78)
a(B) = -aU + VT2 = -2 (52 (79)
q(T) = lim g(t) + lim q(t) = 4Q¢ (80)

tNo t~48

Faze: [0, A) inicialna faza
[A, B] optimalna faza
(B,S] terminalna faza

TipJ 4 >0,b20,¢ >0,V <Tlc

Hossfeldova rast

Grafi: r = r(t), ¢ = q(t) (Stika 9), p = p(t), p = B(1),
p* = p*(t) (Slika 8)

Prodanova funkcija ima za t-coasimptoto r = 7/c, odvoda pa imata
asimptoto p = 0 oziroma q = 0. Prvi odvod ima en sam prevoj (in

drugi odvod minimum) v to¢ki B (ena&ba (38) ). Prevoj Prodanove funkci-
je, maksimum prvega odvoda in niéla drugega odvoda so v to¢ki P; Ce je

p= b2/(2ac) -1 (81)
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jeza p = -7T(tojezab = 0)

P=+Val3) =limP =1I1imP - (82)
b wo bgo

za-1< P Z 1je

a 1
P=2 [Zcos(\?—arccosf) — 1] (83)
inza fz 1

P=%[3]/f+\/?2—.—3 ‘ ‘i/y\/?_2—11] (84)
Dodatno $e velja: ¢e je f = 1, je

P = alb (85)
inza § = 0 je

P=FW(/3 -1) | (86)
P je absolutni maksimum prirastne funkcije le, ¢e je S > P.

Tedaj je

A< P <B (87)
kjer je A podan z enacbo (41).

Za S > B se funkciji p in p* sekata v to&ki T iz enadbe (45). Tedaj

veljajo 3e formule (47) — (55). .
Faze: S = P == [0,S) inicialna faza
{s} terminalna faza
P<S =B = [0A) inicialna faza
(A,S) optimalna faza
{s} terminalna faza
S >B = [0,A) inicialna faza

[A,B]  optimalna faza
B,S] terminaina faza
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4. GRAFI

V tem razdelku podajamo grafe razliénih tipov Prodanove rasti: grafe
rastnih funkcij r(t), prirastnih funkcij p(t) in rastnih pospeskov q(t). V
prejSnjem razdelku je pri vsakem tipu omenjeno, kateri grafi mu pri-
padajo.

In this paragraph we give graphs of different types of Prodan growth:
graphs’ of growth functions r(f), of current increments p(t), and of
growth accelerations g(t). In a discription of each type in the previous
paragraph it is mentioned which graphs belong to that type.
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Slika 3 Slika 4

r = r(t)

N e e e e —

Slika 5 Slika 6
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Slika 7

r = r(t)
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Slika 12 ‘ Slika 13

Slika 14 Slika 15
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‘: q =a (t)
0 S (t) =
*. :
|
|
— ‘
5 S
Slika 18 Slika 19
q = q (t)
|
|
i
—
IO S (t)
slika 20

5. APROKSIMACIJA

imejmo dano tabelari¢no odvisnost dveh znakov, x in y, kjer je y neka

rast:
Yyl vyr Y2 Ys

Tabela 1

Za prilagoditev Prodanove funkcije tem podatkom moramo imeti 8e ali

konec rasti S ali pa konéno velikost V ; S > 0 ali V > 0 .
tabelo prilagodimo:

Najprej

(a) |z tabele odstranimo toCke (xg,yg) z xk. € 0, ker je.Prodanova funk-
cija tam Ze dologena.
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(b) Ce imamo podan S, potem vse to&ke (XK, YK) Z X, > S zamenjamo s
toCkami (S, yy) .

(c) Ce imamo podan V, potem vse to&ke (Xk,Yk) 2 yx > V zamenjamo s
tockami (x4, V) .

Ce pa o S in V nitesar ne vemo, ju postavimo (enega od njiju) tako
velika, da nd podatke ne vplivata ved.

Zamenjajmo Se imeni spremenljivk: x = t , y - r , pa imamo novo
tabelo:

rlr 2 o Tabela 2

Ker ima Prodanova funkcija 3 parametre, morajo biti v Tabeli 2 vsaj trije
razlini ty |

Podatkom v Tabeli 2 po izbrani metodi, o kateri bo govor pozneje, prila-
godimo funkcijor = t2/(a + bt + ct?). Ce ima prilagojena funkcija
a>0alipaa = 0in b>0, jo sprejmemo, v nasprotnem primeru pa
zavrnemo s trditvijo, da podatki ne ustrezajo Prodanovi rasti. Ce je torej
prilagojena funkcija ustrezna, izratunamo S ali V, katerega pa¢ 3e nismo
imeli. V primeru, ko se S ali V ne pokoravata zahtevam, ki jih imamo pri
tipih A, C, D, E, H, | in J, moramo razmisliti, ali je s podanim S oziroma
V vse v redu; &e je, spet zaklju¢imo, da rast ni Prodanova; v nasprotnem
primeru pa S oziroma V popravimo in celotri postopek prilagajanja po
potrebi ponovimo.

Nato dolo¢imo stopnjo prilagoditve. Naj bo:

1< 1<
N = ?Z Yk » £ = S—z I'(Xk) (88)
k=1 k=1

Pri tem je treba paziti na dve dejstvi: za x, S 0 je r(xx) = 0 in 2a
X 2Sjer(xg) = V; xgin yg so seveda iz Tabele 1.
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Stopnja prilagoditve je teda;j:

Z[yk - - [“X‘ 'E]

s s s
SZ: Nl - E ,Yk'E () (89)
k= k=1 k=1
s - 3 S
e = < o 2
) Yy - E Ty .ls Zr(xk) —( r(xk)>
k=1 k=1 k=1 k=1
Vedno velja
-1 sk €1 (90)

Ce je k < 0, spet zavrnemo prilagojeno funkcijo, za kK > 0 pa jo sma-
tramo za verjetno in sicer tem bolj, &im blize 7 je k.

Prilagoditev po metodi najmanj§ih kvadratov
Imejmo torej Tabelo 2 in ji prilagodimo funkcijo r = r(t) v obliki
a + bt + ct2 = 2r1 (91)

po metodi najmanj$ih kvadratov; pri tem naj bo
2
k
A
k =
a+ bt +c¢

2 - rg (92)
k

To bomo storili na dva nadina.
(A) Pomnozimo (91) z rttM :
art'm 4+ brt?-M 4 crt2-M = 2-m (93)
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o}
E : - - 2
Playp,e) = ) form ™ + omyey™ o cryt27® - £270]°

k=1
n t2-—m 2
k
- Z A 94
k=lL(tk) k} o

Od tod sledi normalni sistem:

a ?2m+b2.212m+02k L}t’a—«:m
Z 2, 1 -2m bZ 2 2m | Czriti—zm Z kta -2m (95)
S 24 2-2n 2, 5 em | 2, 4-2

aL’rk + bZ ktk no_ ktlli en

(Vse sumacije gredo od 1 do n)
Iz (94) sledi, da meri funkcija

a(t) = 2-Mir(t) = tMa + bt + ct?) (96)

kakovost prilagoditve: ve¢ja ko je njena vrednost na nekem obmocdju,
bolj$a je tam prilagoditev podatkom. Sliki 21 in 22 kaZeta obliko funkcije
a(t) za tipa / in J in za tri najbolj uporabne m: 0, 7 in 2.

Slika 21 Kakovost prilagoditve za tip| Slika 22 Kakovost prilagoditve za tip

| (8 = -2a/b) po formuli (93) J po formuli (93)
Quality of approximation for type | Quality of approximation for type
I (S = -2alb) according to J according to formula (93)

formula (93)
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Omenimo e, da je pri m = 2 funkcija F(a,b,c) iz (94) vsota kvadratov
relativnih odklonov.

(B) Privzemimo, da je ry za vsak k = 1,2,...,n pozitiven in tudi ne pre-
blizu 0. PomnoZimo enadbo (91) s +-M:

atrm 4 bt1-m 4 c2-m = 2-mp-1 (97)

Za to obliko Prodanove funkcije nam metoda najmanj$ih kvadratov da:

n
2
[~ - - - 2_

Fla,b,c) = Z atkm + bti oo, cti oot m/rk] =

k=1

- 2 (98)

Sy [y
k=1_rk.r(tk)

Normalni sistem:

-2m Z 1~-2m P-m 2-Cm
thk + bty + thk = Ztk /T

1-2m Z 2-2m i 3=2m Z Z_Cm
aztk thL e Cztk = 2% T /T (99)

2-2m L,B-ém 4-2m Z 4-2m
aZtk + bek + thk = t /rk
(Vse sumacije gredo od 1 do n)

Kakovost prilagoditve meri funkcija
a(t) = 2"Mir(t)2 = rM2a + bt + c12)2 (100)

Sliki 23 in 24 kaZeta obliko funkcije a(t) za tipa/inJinzam = -2, -1, 0,
7in 2.
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Slika 23 Kakovost prilagoditve za tip /| Slika 24 Kakovost prilagoditve za tip

(S = — 2alb) po formuli (97) J po formuli (97)
Quality of approximation tor type J

Quality of approximation for type /
(S = —2alb) according to formula

(97) according to formula (97)

6. TAYLORJEVA VRSTA

Taylorjeva vrsta Prodanove funkcije:

(A) a=0

ity = - [1-ctib + (eti0)2 ctl)® + (et - .

(B) a# 0

_2r.b b2 -ac ,o b3-2abc,3
r(t)_-a—[1 at+ 2 t 23 o+

4. 2 2 ‘
+._b 3ab3+a02 -]
a

Konvergenca vrste (101):

c =0 => tjepoljuben
c+0 = |t < bl
Konvérgenca vrste (102):
b=c= 0 => tjepoljuben

0 = Itl <allb]

b #+c
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+
cto = |t|<§mm| b = Vf*’-'fac l
Konvergenca vrst (101 in (102) posebej na intervalu [0,_8]:

TipC:t <blc

b- Vb2 - 4ac

Tip D (v primerub >0) : t < 2

TipG:t<alb
Tip/:t <Valc (= B)

TipJ (vprimerubs 2Vac):t<Valc(= B)

b-V b2 - 4ac
2c

TipJ (vprimerubz2Vac):t<
V ostalih primerih je ustrezna vrsta konvergentna.

Recimo, da aproksimiramo (po katerikoli metodi) dano rast za relativno
majhne t s polinomom, ki izhaja iz to¢ke (0,0) :

ft) =~ At + B2 + c3 + D4 + ... (103)

Potem si lahko mislimo, da je ta polinom zaletek Taylorjeve vrste za
Prodanovo funkcijo, katere koeficiente izratunamo po naslednjih formu-
lah:

zaA % 0 je
a=0,b=1IA,c =-BIA2 (104)
zaA=0,B+ 0je

a=1/B,b=-CiB2,c = (C?-BD)IB3 (105)
7. PRIMER

Tipa / in J dale¢ najvedkrat nastopata v praksi, zato si ju oglejmo na
primeru. Pri vsakem izraunu bomo dodali na skrajni desni $tevilko
formule, ki je bila uporabljena. Stevila na koncu radunanja po presoji
zaokrozimo, pri rasti dreves obiCajno takole: ¢ase t na 1 decimalko, vred-
nosti r(t) na 2 decimalki, vrednosti p(t), p(t) in p*(t) na 3 decimalke ter
vrednosti q(f) na 4 decimalke.
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Imejmo podano tabelo meritev neke rasti:

X 8 18 28 42 52 64 84 97 107
yi{ €3 13 5°3 9'2 13°3 17°2 21°3 23°3 25°3
117 130
y| 266 27°8 Tabela 3

Opomba. To je tabela viSinske rasti smreke (Picea excelsa). x je starost
v letih in y vidina v metrih. Tabela je dobljena z interpolacijo in ekstra-
polacijo letnic na nekaj presekih debla (V. Puhek).

Tabele ni treba spreminjati v smislu tock (a) — (c) na strani 23, ker
domnevamo iz tabele, da rast 3e ni zakljutena (oziroma S > 730 in
V > 27-8). Zato:s =n = 11. Vseeno pa bomo pri aproksimaciji
uporabljali ty za xx in ry za yg.

(A) Denimo, da meritve v zadetku rasti niso natanéne in da Zelimo &im
natan&nej$o aproksimacijo ob koncu rasti. Zaradi prve predpostavke
bomo uporabili normalni sistem (95), glede na drugo predpostavko pa
bomo vzelim = 0

sr2 = 370961.103 sr2t} = 5144731077
3 r2t, = 375317.10° sr.t2 = 1-62095.10
5212 = 4.02636. 107 sntd = 1-75781.108
5 12t3 = 4-49005.109 5 th = 1-97838.1010

V normalnem sistemu delimo prvo enaébo z 103, drugo z 105 in tretjo z
107.

3:70961 a + 375:317 b + 40263:8 ¢ = 1620-95
375317 a + 402:638 b + 44900-5 c = 1757-81

4-02638 a + 449-005 b + 51447-3 ¢ 1978-38
Iz sistema dobimo: a = 723-009

b= 016432

c = 00273934

in od tod teoretine yy(teor.) = Mxk) -
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X r(xk) r(xk) - Yy
3 C*51 02

18 2°40 1°1

28 526 -0°0

42 9°30 0°6

52 13°15 -0z

an 16°67 06 Tabela 4

84 21°38 Cc*1

97 25°72 C*4

1067 2521 -0*1

117 26°47 ~-0°1

130 27°3% C*°0

Izradunajmo stopnjo prilagoditve.
Syk = 171-100 S rixy) = 172-480
Sy3 = 370961  Srix)? = 371211
2.Ykr(xg) = 3709-74

Po formuli (89) je stopnja prilagoditve k = 0-9992. k je zelo blizu 1, kar
pomeni, da je prilagoditev zelo dobra.

Sedaj, ko je aproksimacija za nami, analizirajmo rast. Oc&itno gre za tip
J. Manjka nam 8e en podatek, konec rasti S ali konéna velikost V, pri
¢emer moramo upoS$tevati, da je zgornja meja za V:

V < 1/c = 36'51

Recimo, da smo iz nekih razlogov postavili: S = 200. Potem sledijo
naslednji rezuitati:

V = 31-96 (formula 16)
A= 109 (f. 41)
T =225 (f. 45)
? = -0-99599 (f. 81)
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P = 384 Y. 83)
B = 670 f. 38)
D = p(T) = p*(T) = p(S) = p* (0) = 0-160 (f. 32, 50)
r(A) = 092 (f. 17)
nTN = 35 (f. 49)
nP) = & 68 (f. 17)
p(B) = p(B) = 0-261 (f. 54)
rB) = 747 (f. 53)
p(A) = 0.-085 , (f. 7
p*(B) = o 109 (f. 8)
p(A) = p*(A) = 0-164 (f. 8)
p(T) = 0-284 : (f. 51)
p(P) = 0-336 : (f. 20)
2 p(S) = lim p(t) = lim p*(t) = 0-036 (f. 22)
t S t 48

lim q(t) = 0-0163 A (f. 27)
t\o

lim q(t) = - 0-0004 (f. 28)
t S

q(A) = 0-0133 (f. 24)
q(T) = 0-0072 (f. 52)
q(B) = 0-0037 (f. 55)

Faze: [0,A) inicialna faza (dolZina faze 10-9)

[A,B] optimalna faza (dolZina 56-2)
(B,S] terminalna faza (dolzina 133-0)

Slika 9 ustreza temu primeru.

(B) yx oziroma ry so pozitivni, vzemimo 8e, da so vsi dovolj dale¢ od 0;
potem lahko uporabimo normaini sistem (99). Tudi tokrat se bomo odio-
gili za m = 0 in sicer zato, ker tedaj lahko uporabimo ra¢unalnidki pro-
gramski paket SPSS. Natan¢nost prilagoditve bo po Slikah 23 in 24 naj-
bolj8a v zadetku in na koncu rasti, najslab8a pa okoli totke zrelosti 8.

Stk = 7-47000.102 S®Irg = 355039.103
zti = 6-82390.104 zl;?lrk = 2-98683.10°
513 = 7:03417.106 stéirg = 3-07009.107

z‘tz = 7-70319.108

266



i

V normalnem sistemu delimo drugo enagbo z 102 in tretjo z 104.

11 a + 747-000 b + 68239-0 ¢ = 3550-39
7.47000 a + 682-390 b + 70341-7 ¢ = 298686
6.82390 a + 703-417 b + 77031-9 ¢ = 3070-09
1z sistema dobimo: a = 234-454
b= -267192
¢ = 00434842
Xy r(xk) r(xk) - Ty
8 C*320 -0°C
18 1°62 C*3
28 4+Cs5 -1°3
42 8°87 -C*4
5¢ 12°69 -0°6
cu 16°96 —C*3 Tabela 5
84 2227 1°0
97 oL 48 1°1
1C7 25°65 03
117 26°47 -0°1
130 2717 -0°6

{zratunajmo stopnjo prilagoditve!

S Yk = 171-100 Srixg) = 170-509

3738:09

Il
il

s¥2

3709-61 S rixg)?

Syxrixg) = 3721-25
Po formuli (89) je: k = 0-9978

Analizirajmo rast! Tokrat se je izkazalo, da gre za rast tipa /. ManjkajoCi
podatek S oziroma V bomo pa nadoknadill kar z najve¢jim moznim S:
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S = 1755 (formula 57)
V = 27-88 (f. 58)
P = 0-64987 (f. 62)
A=C =161 (f. 64)
T = 307 (f. 67)
P = 467 (f. 61)
B = 734 (f. 38)
rA) = 1- 28 (f. 68)
HT) = 4-8 (f. 70)
r(P) = 10- 68 ’ (f. 17)
(B) = 19-77 (f. 69)
D =p(T) = p*(T) = p(S) = p*(0) = 0-159 (f. 32)
p(A) = p*(B) = 0-079 (f. 74)
p(A) = p*(A) = 0-167 (f. 71)
p(T) = 0-318 (f. 73)
p(P) = 0-384 : (f. 59)
p(B) = B(B) = 0-269 (f. 72)
Q = 000313 ' (f. 75)
lim g(t) = 0-0085 (f. 76)
t\o

lim q(t) = 0-0004 (f. 77)
t7S

q(A) = 00114 (f. 78)
q(T) = 0-0081 (f. 80)
q(B) = 0-0063 (f. 79)

Faze: [0,A) inicialna faza (dolZina faze 16-1)
[A,B] optimalna faza (dolZina 57-3)
(B,S] terminaina faza (dolzina 102-1)

Sliki 7 in 8 ustrezata temu primeru.

V obeh primerih so primerljivi le podatki, ki so neodvisni od izbire
totke S. To so: P, B, r(P), r(B), p(P), p(B), q(B) in lim q(t).
t\o

Samo dejstvo, da smo dobili na dva nadina z istimi podatki tako
razliéne rezultate, kaZze, kako pomembna je odloditev glede nagina aprok-
simacije in izbire vrednosti S ter V. Proti nevarnosti subjektivhega odlo-
&anja pa se lahko borimo na znan nagin: z mnogimi in natanénimi merit-
vami.
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DODATEK

Realne resitve enacbe | , ,3 Bx2 + Y X +3=0 2+ O

Ceje: | 7 = -5/(3%)

P = v/(32)-22

Q=23-(vz +38)I(2%)

potem: | x = y + z

kjer je y reSitev enadbe y3 + 3Py-2Q = O .

Za Q2 + P3 >0 je samo ena resitev realna, za Q2 + P3 < 0 pa so vse
reSitve realne.
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yl:2S }’2’3:-5
- 25 1 <
y1,2,3 = .COS ? arccos r + 2n%/3
n=o0,1,2
1 ,u>0
sgnu=0,u=0 u=Jul .sgnu
-1 ,ud 0
(y) §
————dT

o o e e . — — — — ——

Slika 25

y = arccos X
(x v radianih)
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SUMMARY

We define the growth function as a function increasing from 0 to some positive V,
between two points, the beginning and the end of certain growth. Besides we demand
that this function is an integral of a so called current increment function.

In the article we analyse the growth function which is defined by Prodan function
r = t2/(a + bt + ct2) and which is very frequently used for approxtmat/on of tree
growth.

In paragraph 1 and 2 we define the main objekts of such growth. In paragraph 3 there is
a list of different types of Prodan growth, considering the values of coefficients a, b, c.
These types, the growth function together with its first and second derivative, are
graphically shown in paragraph 4. In the 5th ang 7th paragraph some different ways of
approximation of Prodan function to numerical data, by the least squares method, are
given.

This article is intended to be a collection of formulas, so we omitted calculations and
proofs.
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