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Podamo kratek uvod v posploSene Cetverokotnike (nekaj enostavnih lastnosti in kon-
strukcij). Poenostavljeno gre za konéne geometrije brez trikotnikov (v nasprotju s pro-
jektivnimi ravninami). So tudi poseben primer delnih geometrij, pa tudi posplosenih
n-kotnikov. Grafi kolinearnosti delnih geometrij so krepko regularni, kar vodi do lastnosti
lastnih vrednosti grafov, pa tudi Moorovih grafov (tj. grafov, pri katerih velja, da je ozina
enaka dvakratniku premera, povecanega za 1, npr. petkotnik ter Petersenov graf). Na
koncu so izpostavljeni nekateri odprti problemi in naloge, ki vodijo bralca od osnov do
sodobnih vprasanj na presecis¢u kon¢nih geometrij in grafov.

A UNIVERSE WITHOUT TRIANGLES

A brief introduction to generalized quadrilaterals is presented (some simple properties
and constructions). In simple terms these are finite geometries with no triangles (in
contrast to projective planes). They are also a special case of partial geometries, and
of generalized n-gons. The collinearity graphs of partial geometries are strongly regular,
which leads to properties of graph eigenvalues and also to Moore graphs (i.e., graphs in
which the girth equals twice the diameter plus one, such as the pentagon and the Petersen
graph). Finally, some open problems and exercises are presented guiding the reader from
the basics to modern questions at the intersection of finite geometries and graphs.

Uvod

Opazujmo premice v ravnini. Dve premici se tu bodisi sekata ali pa sta
vzporedni. Hitro se prepricamo tudi, da je Stevilo prese¢is¢ treh premic
lahko le 0, 1, 2 ali 3. Na splosno mnozica n-tih premic dolo¢a najve¢ n(n —
1)/2 = (3) presecisc, lahko pa tudi nobenega. Spodnjo mejo dosezemo, ¢e
so premice vzporedne. Kaj pa zgornjo?

Ste ze kdaj poskusili najti v ravnini tak par mnozic (P, L) 9 tock in
10 premic, da vsebuje vsaka premica £ € L natanko tri tocke iz P?

Vsekakor gre za zanimivo nalogo. ReSitev je na sliki 19, na koncu 9.
razdelka.

Tudi v tem sestavku nas bo zanimal par kon¢nih mnozic tock in premic
(P, L), ki bo imel podobne, a morda Se bolj zanimive lastnosti. Najvecja
razlika bo, da sploh ne bomo delali v ravnini, temvec¢ samo v konéni mnozici
tock, ki niso nujno v nekem prostoru, pa¢ pa kar v nasih mislih. Premice
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ne bodo nujno ravne (saj veste, v sanjah je marsikaj mogoce), pa¢ pa bo slo
samo za podmmnoZice tock. Kljub neotipljivim mislim in sanjam pa nas bodo
izbrane lastnosti gnale do ¢udovitih objektov, kot sta poleg Petersenovega
grafa (10 vozlis¢) se npr. Hoffman-Singltonov graf (50) ali Higman-Simsov
graf (Ce se ustavimo pri velikosti 100).

V 1. razdelku predstavimo aksiome geometrije, ki jo imenujejo posplo-
Seni Cetverokotnik, ter prestejemo njene tocke. V 2. razdelku vpeljemo
dualnost in za¢nemo proucevati osnovne lastnosti te geometrije, v nasle-
dnjem pa spoznamo nekaj lazjih konstrukcij. Prvi resnejsi primer obdelamo
v 4. razdelku. V 5. razdeleku definicijo posplo$imo na delne geometrije ter
na pomo¢ pripeljemo grafe in v 6. razdelku Se nekaj malega linearne algebre
(oz. teorije asociativnih shem). V 7. razdelku predstavimo Moorove grafe,
v naslednjem pa Se dvodelne ekstremne grafe, ki jih je Tits poimenoval po-
sploSeni veckotniki. Brez dokaza omenimo sloviti rezultat Feita in Higmana,
iz katerega je razvidno, da so posploSeni Cetverokotniki z zacetka presene-
tljivo povezani tudi z bolje poznanimi projektivnimi ravninami. V zakljucku
pogledamo na prehojeno pot in nazadnje zastavimo Se nekaj nalog.

1. Posploseni cetverokotniki

Spomnimo se, da za tocki, ki lezita na skupni premici, recemo, da sta koli-
nearni. Vpeljimo geometrijo (P, L), kjer je P mnozica tock (angl. points)
in £ mnozica premic (angl. lines), s parametroma s,t € N, za katero veljajo
naslednji aksiomi:

(A0) Skozi poljubni razli¢ni tocki iz P obstaja naj-
ve€ ena premica iz L.
(A1) Vsaka tocka P € P lezi na t + 1 premicah
iz C.
(A2) Vsaka premica £ € L vsebuje s + 1 tock iz 3!
P. ¢
(A3) Za vsako premico £ € L in tocko P € P,  gjia 1: Aksiom (43)
ki ne lezi na tej premici, obstaja natanko
doloc¢ena premica iz L skozi tocko P, ki
seka premico £ (glej sliko 1).
Geometrije s temi aksiomi imenujemo posploSeni cetverokotniki (angl. gene-
ralized quadrangles) in ozna¢imo z GQ(s, t). Aksiom (A0) nam zagotavlja,
da se poljubni premici iz £ sekata v najve¢ eni tocki. Prepric¢aj se, da lahko

zaradi askioma (A0) aksiom (A3) zamenjamo z izjavo: na premici £ obstaja
natanko dolo¢ena tocka, ki je kolinearna s tocko P.

Lema 1. V GQ(s,t) ni trikotnikov, tj. treh paroma kolinearnih tock.
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Dokaz. Ce bi na primer obstajal trikotnik PQR P
(glej sliko 2), bi namre¢ za tocko P in premico 0

QR imeli dve premici (PQ in PR) skozi tocko P, R

ki sekata premico QR. To pa bi bilo v nasprotju

z aksiomom (A3). [0  Slika 2: Trikotniki

niso mozni

V GQ(s,t) lahko velikost mnozice P izrazimo s parametroma s in t.

Trditev 2. Stevilo vseh tock v posplosenem éetverokotniku GQ(s,t) je na-
tanko (s +1)(ts +1).

Dokaz. Izberimo neko premico £ € L. Na njej

lezi s + 1 tock. Za vsako drugo tocko iz P velja !( % + % + i@
o (A3), da lezi na natanko dolo¢eni premici, ki

seka premico £. Skozi vsako izmed tock na ¢ gre

poleg £ Se t drugih premic. Na vsaki izmed teh ¢

premic lezi poleg tocke na /¢ Se s drugih tock (glej

sliko 3). Po (A0) in lemi 1 med temi to¢kami ni

prekrivanja in je vseh tock v P natanko (s+1)+

(s+1ts=(s+1)(ts+1). O

Slika 3: Stetje toctk v GQ(s, t)

2. Dualnost

V vsaki izjavi o geometriji lahko zamenjamo vlogi tock in premic ter Se nekaj
izrazov, kot so kolinearnost in sekati se ali pa leZi na in gre skozi. Na ta
nac¢in pridemo do dualne izjave. Oglejmo si nekaj primerov:

e premici se sekata — tocki sta kolinearni,
e tocka lezi na premici — premica vsebuje tocko.

Ce dualna izjava trdi isto kot originalna, kot se je zgodilo v drugem primeru,
potem pravimo, da gre za sebi-dualno izjavo.

Na poljubnem primeru se prepric¢ajte, da je dualni dokaz neke trditve v
resnici dokaz dualne trditve. V poljubni geometriji tocke A, B, C, D predsta-
vljajo éetverokotnik, ce so {A, B}, {B,C}, {C, D} in {D, A} pari kolinearnih
tock, para {A,C}, {B, D} pa nista taka (glej sliko 7(a)).

Lema 3. V posplosenem cetverokotniku GQ(s,t) velja:
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(a) poljubni nekolinearni tocki sta hkrati kolinearni z natanko t + 1
tockami, le-te pa so paroma nekolinearne (glej sliko 4),

(b) poljubni premici, ki se ne sekata, dolocata lestev (s + 1) x 2, tj. hkrati
Ju seka natanko s + 1 premic, le-te pa se paroma ne sekajo (glej sliko
5),

(c) poljubni tocki lezita v nekem cetverokotniku.

inm|

Slika 5: Lest
Slika 4: t + 1 tock 1Ka estev

Dokaz. (a) Naj bosta A in B nekolinearni tocki. Po aksiomu (A1) gre skozi
tocko A natanko ¢ + 1 premic. Po askiomu (A3) pa na vsaki od teh premic
lezi natanko ena tocka, ki je kolinearna s tocko B. Skupaj dobimo torej
natanko t + 1 tock (aksiom (A0)), ki so kolinearne z A in B hkrati, paroma
pa niso kolinearne po lemi 1.

(b) To je ravno dual prve trditve (ne bo skodilo, ¢e bralec za vajo dokaz
iz (a) res ‘dualizira’).

(c) Ce zatnemo z dvema nekolinearnima tockama, si pomagamo s tocko (a),
sicer pa uporabimo tocko (b) (glej sliko 5), kajti na lestvi hitro najdemo
cetverokotnik. O

Tudi iz dane geometrije (P, L) lahko dobimo novo, t. i. dualno geome-
trijo (P’, L"), tako da zamenjamo vlogi tock in premic, tj. (P, L) = (L, P).
Oglejmo si, kaj se v tem primeru zgodi z aksiomi posploSenega cetveroko-
tnika.

(B0) Na dveh razlicnih premicah iz £ obstaja najve¢ ena skupna tocka
iz P.
(B1) Vsaka premica ¢ € L vsebuje ¢ + 1 tock iz P.
(B2) Vsaka tocka P € P lezi na s + 1 premicah L.
(B3) Za vsako tocko P € P in premico ¢ € L, ki ne vsebuje te tocke,
obstaja natanko dolocena tocka na premici ¢, ki je na skupni
premici s tocko P.

Aksioma (AO) in (A3) sta sebi-dualna (tj. aksioma (A0) in (B0) sta odvisna
drug od drugega, enako pa velja za (A3) in (B3)), pri aksiomih (Al) in
(A2) pa se je spremenil le vrstni red, kar pomeni, da smo iz GQ(s,t) dobili
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GQ(t, s). Sedaj lahko uporabimo trditev 2 za izrac¢un stevila |L|, tj. Stevila
premic v GQ(s, t).

Posledica 4. Stevilo vseh premic v posplosenem Getverokotniku GQ(s,t) je
(t+1)(ts +1). O

3. EnostavnejSe konstrukcije

Podali smo definicijo geometrije, za katero smo zahtevali, da veljajo neki
Cisto novi aksiomi. Na sploSno obstaja velika nevarnost, da ni nobenega
primera take geometrije ali pa veliko nezanimivih. Izkazalo pa se je, da za
posplosene ¢etverokotnike to na srec¢o ne drzi. Najmanjsi primer te geome-
trije, za s =t = 1, je ¢etverokotnik. Nasa geometrija ima torej kar pravsnje
ime. Pois¢imo Se kaksSen vecji primer posploSenega cetverokotnika. Naj bo
n>2inZ, ={0,1,...,n—1}. Potem geometriji s tockami (i, j) za i, j € Zy,
in premicami

{(a,c)|a € Zp} za vsak c € Zy, in {(c,a)|a € Z,} za vsak c € Zy,

reCemo (nxn)-mreza. Ta geometrija je posplosen ¢etverokotnik GQ(n—1,1).
Podmnozici premic neke geometrije, ki predstavljajo razdelitev (particijo)
vseh tock te geometrije, pravimo razpetje (obstoj taksne podmnozice v
GQ(s,t) ni zagotovljen, njena velikost pa mora biti enaka st + 1), npr.
prva oz. druga skupina zgornjih premic je razpetje za GQ(n — 1,1).

Cetverokotnik lahko nariSemo v ravnini na veé razliénih nacinov (glej
sliko 7(a)). Za naso geometrijo, ki v resnici ne ve za ravnino, to ni po-
membno. Ce lahko za tocke dveh geometrij poiséemo tako bijekcijo, ki
ohranja kolinearnost, recemo, da sta geometriji izomorfni.

Trditev 5. Posplosen cetverokotnik GQ(s, 1) je izomorfen ((s+1)x (s+1))-
mrezi oz. je enolicen (glej sliko 6).
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Dokaz. Naj bo hg poljubna premica v geometriji
GQ(s,1). Zaradi t = 1 gre skozi vsako tocko premice
ho poleg hg Se natanko ena premica. Ozna¢imo te pre-
mice z vy, ..., Vs. Ker sekajo premico hg, se po lemi 1

medsebojno ne sekajo. Torej tvorijo razpetje. Na enak 5 5 5
nacin ugotovimo tudi, da sekajo premico vy poleg pre-
mice hg Se premice hq, ..., hs. Tudi premice hy, ..., hg

tvorijo razpetje. Po askiomu (A3) vsaka tocka lezi na
natanko dolo¢eni premici h;, ter natanko doloceni pre-
mici v; (i,j € Zgy1), zato jo lahko oznac¢imo z (i, j). Slika 6: GQ(s, 1)

Potem je h; = {(a,7)|a € Zn} inv; = {(j,a) | a € Zy}
za i,j € Ly, kar smo zeleli pokazati. O

Zgornja trditev nam torej zagotavlja, da obstaja (do izomorfizma) en
sam posplosen ¢etverokotnik GQ(s,1). To nam omogoca, da oznac¢imo ((s+
1) x (s +1))-mrezo kar z GQ(s, 1). Tudi v primeru GQ(1,¢) gre za natanko
dolo¢eno geometrijo (glej 1. nalogo).

Odslej naj bosta oba parametra s in t ve¢ja od 1. Za zacetek privzemimo
s =2.

Lema 6. Naj bo G posploSen cetverokotnik GQ(2,t), t > 2. Poljubne Stiri
tocke, ki doloc¢ajo cetverokotnik, lahko dopolnimo na natanko en nacin s
petimi tockami tako, da 9 tock s kolinearnostjo iz G doloc¢a (3 x 3)-mrezo

(glej sliko 7(c)).

Dokaz. Naj bo ABCD cetverokotnik. Zaradi leme 1 se premici AB in CD
ne sekata, enako pa velja tudi za premici BC'in DA. Ker je s = 2, obstajata
po Lemi 3(b) premica, ki seka obe premici AB in C'D, ter premica, ki seka

E;, druge pa zaporedoma s F' in F; (glej sliko 7(b)),

lD BI
A C

(a)
Slika 7. (a) Mnozica premic je v obeh primerih enaka:
{{A, B}, {B,C}, {C, D}, {D, A}},

(b) skoraj 3 x 3 mreza, (c) 3 X 3 mreza.
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Se neimenovano tretjo tocko na premici FE; pa z Fy. Tocki E in F' nista
kolinearni, ker bi sicer imeli trikotnik BEF'. Prav tako tudi tocki Fy in F
nista kolinearni (ker bi sicer imeli trikotnik C'Ey F). Tako mora biti po aksi-
omu (A3) tocka F kolinearna z neko tocko na premici FFEp, vendar slednja
vsebuje le Se F». Zaklju¢imo, da sta F' in Fs kolinearni, enak razmislek pa
pokaze, da sta kolinearni tudi Fj in Fy. Ker so tocke F', I} in Es paroma
kolinearne in v geometriji ni trikotnikov, morajo lezati na skupni premici

(glej sliko 7(c)). O

4. Posploseni cetverokotnik GQ(2,2)

Vsak posplosen cetverokotnik GQ(2,2) sestav-
ljajo premice, na katerih so natanko tri tocke,
skozi vsako tocko pa gredo natanko tri premice.
V GQ(2,2) imamo torej 15 tock in 15 premic

(glej npr. sliko 8).
Slika 8: GQ(2,2)

Kombinatoricna predstavitev

Naj bo V = {1,2,3,4,5,6}. Za tocke vzemimo vse mozne (neurejene)
pare §tevil iz mnozice V. Vseh 15 smo nasteli v tabeli 1. Mnozico V' lahko
s tremi pari Stevil razbijemo na tri dele, npr.

{{1,2},{3,4},{5,6}} ali {{1,3},{2,4},{5,6}}.

Takih razbitij mnozice V' na tri pare je natanko 15 (glej tabelo 1 in sliko 9).
Ta razbitja bodo predstavljala premice. Rekli bomo, da tocka {i,j} lezi na
premici natanko tedaj, ko ustrezno razbitje vsebuje par {i,j}.
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toke premice
{1,2}| {{1,2},{3,4},{5,6}
{1,3}| {{1,2},{3,5},{4,6}
{1,4}1{1,2},{3,6},{4,5} - .
{1, 5} {1,3}, {2,4}, {5,6} Slika 9: Poln graf Kg ima
15 povezav. V tem kon-
{1,6} [ {{1,3},{2,5},{4,6}} tek - it
ekstu pravimo razbitju
{2,3}] 1{1,3},{2,6},{4,5} prirejanje in ga sestavlja-
{2a4} {174}7{2>3}>{576} jo 3 povezave. Za prvo
{2a5} {1>4}» {2»5}» {3»6} povezavo imamo 15 mo-
{2,6} {{1,4},{2,6},{3,5}} znosti, za drugo 6 (Ste-
{3,4}| {{1,5},{2,3},{4,6} vilo povezav v Kj), tre-
{3,5}| {{1,5},{2,4},{3,6} tja pa je potem dolo-
{3’ 6} {17 5}’ {2’ 6}, {3, 4} é(?na; ker pa vrsjcni red iz-
{4’5} {{1,6}, {2’3}’ {4’5}} Eure povezav n} p((l)rrll.?n_
en, moramo Se deliti s
{4?6} {176}7{274}7{375} 3' :321 :6, da dO-
{5,6}|{{1,6},{2,5},{3,4} bimo 15.

Tabela 1

Ali tabela 1 res predstavilja posploSen cetverokotnik GQ(2,2)? Aksioma
(A0) in (A2) sta ocitno izpolnjena. Sedaj pa preverimo, ali vsaka tocka lezi
na treh razliénih premicah. Premice, na katerih lezi npr. tocka {1,2},
so natanko p; = {{1,2},{3,4},{5,6}}, p2 := {{1,2},{3,5},{4,6}} in
ps == {{1,2},{3,6},{4,5}}. Totko {1,2} stejemo za poljubno tocko, saj
lahko oznake za elemente mnozice V' vedno premeSamo tako, da bo izbrana
tocka imela prav te oznake. Torej za naSo konstrukcijo velja aksiom (Al).
Preverimo se aksiom (A3). Tokrat za¢nimo s tocko P = {1,2} in premico
{= {{1, 3},{2,4}, {5, 6}}7 ki ne vsebuje tocke P. Ze prej smo ugotovili, da
tocka {1,2} lezi na premicah p;, py ter ps in res med njimi le premica p;
seka premico ¢ (konkretno se to zgodi v tocki {5,6}). Tudi v tem primeru bi
lahko premesali oznake mnozice V' tako, da bi poljubni par (tocka, premica),
kjer tocka ne lezi na tej premici, imel prav taksne oznake kot par (P, ¢). To-
rej smo se prepricali, da nasa konstrukcija iz tabele 1 ustreza aksiomom za
geometrijo GQ(2,2).

Izrek 7. Obstaja le ena geometrija GQ(2,2), namreé zgoraj konstruirana.

Dokaz (Skica dokaza). Najbo G = (P, L) posplosen ¢etverokotnik GQ(2, 2)
in U € P. Oznac¢imo z r (rdeca), m (modra) in z (zlata, ¢eprav mislimo
na rumeno) premice skozi tocko U. Na vsaki od teh treh premic sta poleg
tocke U Se dve tocki. Vsaka izmed preostalih 15 — 3 = 12 premic, ki jim
bomo rekli nove, vsebuje zaradi leme 1 natanko eno izmed teh 6 tock. Nove
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premice pobarvajmo z rdec¢o, modro ali zlato glede na to, ali sekajo premico
r, m ali z. Zlate premice se po lemi 1 sekajo le na premici z, tako pokrijejo
prav vseh preostalih 15 — 7 = 8 tock. Tudi slednjim bomo rekli nove. Enak
razmislek velja za modre in rdece premice. Vsaka nova premica gre torej
skozi eno od toc¢k na premicah r, m in z ter skozi dve toc¢ki od novih osmih,
vsaka nova tocka pa lezi na eni rdeci, eni modri in eni zlati premici. Oglejmo
si, kako se prepletajo premice dveh razlicnih barv. Naj bosta ti barvi npr.
rdeca ter modra in naj bo A ena od novih tock. Potem tocka A skupaj s
svojo rdec¢o in modro premico ter s premicama r in m doloca ¢etverokotnik,
ki po lemi 6 doloca (3 x 3)-mrezo. Le-to sestavljata Se ena modra in ena
rdeca premica. Z drugimi besedami, prisli smo do “vijoli¢nega” ¢etveroko-
tnika na novih tockah.

Slika 11: Vijoli¢na ploskev

Slika 10: Dual slike 3

Izberimo Se eno novo tocko, ki ni v tem vijolicnem cetverokotniku. Po
pravkar povedanem je tudi ta tocka v nekem drugem vijolicnem cCetvero-
kotniku, ki s prvim nima nobene skupne tocke, kar pomeni, da vijoli¢na
Cetverokotnika pokrivata vse nove tocke. Na enak nacin tudi dva oranzna
cetverokotnika (kombinacija, ki jo dobimo, ¢e za¢nemo z rdeco in zlato) ozi-
roma dva zelena ¢etverokotnika (modra in zlata) pokrivata vse nove tocke.
Gotovo ste ze pomislili, da ima kocka 8 oglis¢ (nove tocke), 12 robov (nove
premice) in 6 lic (Stirikotniki). Res je, pokazali bomo, da nove premice na
novih tockah tvorijo ravno kocko. Ker si kocko po navadi predstavljamo v
trirazseznem prostoru, v mislih tja postavimo tudi nasih novih 8 tock. Po
klasifikaciji Platonovih teles sedaj ni ve¢ nobene druge moznosti, kot da gre
res za kocko, pri ¢emer so nove premice povezane z novimi tockami, kot kaze

slika 12. O
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Opomba 8.
(i) V resnici se nam ne bi 7 2
bilo treba sklicevati na Pla- Z
. . .o 2
tona, saj mora kombinacija M, M,

dveh barv cetverokotnikov se-
stavljati plas¢, tretja barva pa
je potem le Se podstavek in po-
krov. S tem je naSa konstruk-
cija koncana, saj smo povezali
vse nove tocke z novimi premi-

cami. Slika 12: GQ(2,2) s kocko

(ii) Tocke s slike 12 ustrezajo tockam kombinatori¢ne konstrukcije, npr. na
naslednji nacin:

U | Ri | Re | My | My | Z1 | 7 A B
{12} [ {34} | {56} | {3.5} | {46} | {3.6} | {45} | {25} | {1.6}
C D E F G H
24y ({13} [ {141 [ {23} | {15} | {2.6]

5. Druge geometrije in povezava z grafi

V definiciji posplosenega cetverokotnika GQ(s, t) nadomestimo aksiom (A3)
z aksiomom:

(D3) Naj bo a € N. Za vsako premico £ € L in totko P € P, ki ne lezi
na tej premici, obstaja natanko o premic skozi tocko P, ki sekajo pre-
mico £.

Ocitno je o < min(s + 1,¢t + 1) in gre za posplositev askioma (A3), saj
dobimo za h = 1 posploSeni ¢etverokotnik. Za o = s + 1 dobimo geome-
trijo poznano pod imenom 2-(v, @, 1) nacrt, pri ¢emer je v := |P| (angl.
2-design, tudi Steiner system S(2,s + 1,ts + 1)), za a = s transverzalni
nacrt (angl. transversal design TD(s + 1,¢ + 1)), za a = t pa mrezo (angl.
net). Ceje R=t+1, K=5+1in T = o, potem geometrijo z askiomi
(A0)-(A2) in (D3) imenujemo delna geometrija s parametri (R, K, T) (angl.
partial geometry, in zato oznaka pg(s,t,«)). Leta 1963 jo je vpeljal Bose.
Iz geometrije lahko skonstruiramo graf na naslednji na¢in. Za vozlisca grafa
vzemimo njene tocke, razlicni vozlis¢i pa sta sosednji, ¢e sta ustrezni tocki
kolinearni. Dobljeni graf imenujemo graf kolinearnosti oz. tockovni graf.
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Le-ta je enostaven, tj. nima zank ali veckratnih povezav. Za osnovne pojme
iz teorije grafov glej Vrabec [24], Bajc in Pisanski [4] ter Batagelj, Marusic,
Klavzar in Mohar [5].

Za (enostaven) graf na v vozlis¢ih recemo, da je krepko regularen (angl.
strongly regular) s parametri (v,k,a,c), oznaka SRG(v, k,a, c), ¢e ima
vsako vozlisée k sosedov, in imata vsaki dve sosednji vozlis¢i a skupnih sose-
dov, vsaki dve nesosednji vozlis¢i pa c. Za parametre mora veljati 1 < c¢ < k
in 0 <a < k—1. Na primer, graf kolinearnosti posploSenega cetveroko-
tnika GQ(2,2) je SRG(15,6,1,3). Enako pa velja tudi za poljubno delno
geometrijo, glej 8. nalogo.

Naj bo G krepko regularen graf s parametri (v, k, a, c). Iz ¢=0 sledi, da
v grafu G ne obstajata vozlis¢i na razdalji 2, kar pomeni, da gre za polni graf
Kj1q (v tem primeru je a = k — 1) ali pa unijo taksnih grafov (G = t K1,
t > 2). V primeru ¢ # 0 pa je premer grafa G enak 2. Ce na dva razlicna
nacina prestejemo povezave med sosedi in nesosedi nekega vozlis¢a, dobimo
naslednjo zvezo

(v—k—-1c=k(k—-1-a),

zato se pogosto uporablja tudi oznaka SRG(k,a,c). Komplement G grafa
G je prav tako krepko regularen, glej 9. nalogo. Npr. tK,, = Kixp, tj.
poln t-delen graf, kjer so vsi “deli” (maksimalne neodvisne mnozice) enake
velikosti. To je edini krepko regularni graf s k = ¢, tj. SRG(tn, (t—1)n, (t—
2)n, (t— 1)n), za vse druge pa velja ¢ < k — 1. Nadalje je graf kolinearnosti
GQ(2,2) komplement trikotniskega grafa T'(6) (tj. grafa povezav polnega
grafa Kg), ki je SRG(15,8,4,4).

Vet o teh grafih najdete v knjigi Krepko-reqularni grafi, avtorjev Bro-
uwerja in Van Maldeghema [9]. Npr. za dolo¢ene parametre je krepko
regularen graf celo ekvivalenten delni geometriji, tj. iz njega lahko skon-
struiramo delno geometrijo. Tak primer so toc¢kovni grafi od GQ(q, ¢?), kjer
je ¢ potenca prastevila, glej [9, Izrek 1.3.11], cf. [15, Izrek 5.5].

V primeru posploSenega ¢etverokotnika GQ(2,2) pa lahko pridemo do
njega tudi tako, da zatnemo s Petersenovim grafom, ki je SRG(10,3,0,1)
(glej sliko 13). Slednji je enolicen, tj. do izomorfizma grafov natanko dolo-
¢en s temi parametri (lahka domaca naloga). Ima 15 povezav, njegov graf
povezav pa ima 15 vozlis¢. V grafu povezav povezemo vsa vozliséa, ki so na
razdalji 3. Kon¢no nadomestimo vozlis¢a s tockami, vseh 15 trikotnikov pa
S premicami.
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6. Lastne vrednosti grafov

Bolj zahtevnim bralcem omenimo Se povezavo grafov z linearno algebro.
Vozliséa grafa G predstavimo z elementi iz Z,_1. Matrika sosednosti A =
A(G) je kvadratna matrika z v vrsticami, kjer je A;; =1 (4,j € Zy—1), Ce
sta vozlis¢i ¢ in j sosednji in 0 sicer. Spomnimo se, da je Stevilo 0 lastna
vrednost matrike A, ¢e obstaja nenic¢eln vektor ¥ = (zq,...,7,-1)7, za
katerega velja:

AZ =07

oziroma, ¢e zapisemo i-to komponento (kombinatori¢no),

Z@z@xi (0 <i<mn).

Ce stejemo komponerftezvektorja I za oznake vozliS¢ naSega grafa, potem
nam desna zveza pravi, da je vsota oznak sosedov vozlis¢a i enaka veckra-
tniku oznake vozlisca ¢, faktor pa predstavlja lastno vrednost 8. Za lastne
vrednosti matrike sosednosti grafa G bomo rekli, da so kar lastne vrednosti
grafa G. Za 1= (1,...,1) velja:

1 je lasten vektor
(z lastno vrednostjo k).

graf G je regularen (stopnje k) <= (1)
V primeru (neusmerjenega) grafa je matrika A simetri¢na in so zato njene
lastne vrednosti realna Stevila. Za komponento lastnega vektorja xz;, ki je
najbolj oddaljena od 0, velja x; # 0 (saj je £ # 0) in zaradi trikotniske
neenakosti tudi

—| =10l. (2)

Od tod sledi:

Spektralni radij grafa G je navzgor omejen z maksimalno stopnjo
vozliséa v grafu G.

3)

Naj bo G k-regularen graf in # = k v oceni (2). Potem iz (3) sledi, da njeni
neenakosti preideta v enakost. Iz prve enakosti (maksimalnost komponente
x; po absolutni vrednosti) sledi |z;| = |z;| za vsakega soseda j vozlisca i, kar
pa pomeni, da so tudi oznake sosedov vozli§¢a ¢ maksimalno oddaljene od 0
v grafu G. Zato tudi |z;| = |x¢| za vsakega soseda /£ vozliica j,... Dodajmo Se
predpostavko, da je graf G povezan. Potem zakljué¢imo |zg| = -+ = |zy_1].
Iz druge enakosti v (2) (ko v trikotniski neenakosti velja enakost) pa sledi,
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da morajo imeti vse komponente enak predznak oz. vektorja Z in 1 sta
kolinerna. Ker je & predstavljal poljuben lasten vektor, smo se prepricali o
veljavnosti naslednje trditve:

Veckratnost stopnje k v povezanem k-regularnem grafu je enaka 1. (4)

Za v € N naj bo I = I, identi¢na matrika, J = I + A(K,), tj. matrika
samih enic. Potem za krepko regularen graf G s parametri (v, k,a,c) in

A(G) = J — I — A velja (glej 11. nalogo):
A? = kI + aA(G) + cA(G) (5)

(in je {I, A(G), A(G)} (metri¢na) asociativna shema, glej Jurigi¢ in Mikla-
vi¢ [15]). Relacijo (5) pomnozino z desne z lastnim vektorjem &, ki ustreza
lastni vrednosti 6 # k in je zato pravokoten na 1 oz. je v jedru matrike J,
nato pa si ogledamo samo komponento, za katero je z; # 0 in po deljenju z
xz; dobimo:

0> —(a—c)f+(c—k)=0 (6)

oziroma, Ce resitvi te enacbe ozna¢imo s o in 7 (o > 7), po Vietovih pravilih
velja

c=k+or, a=k+oc+T1+o0T,
_ _ — 7
Y (k—o)(k 7')7 - (t+ 1)k(k—1) cN (7)
k+ot et —o)

in m; = v—1—m, (za izracun veckratnosti lastnih vrednosti smo uporabili
Se dejstvo, da je 0 = sled(A) = k + 7m; + om,). Celostevilénost para-
metrov krepko regularnega grafa in veckratnosti m, precej omeji moznosti
za parametre delnih geometrij oz. bolj konkretno posploSenih ¢etverokotni-
kov. Obstajajo pa Se drugi pogoji za obstoj, ki presegajo ta sestavek, glej
Brouwer in Van Maldeghem [9, str. 16|, cf. [15, Izreka 5.3 in 5.4].

7. Moorovi grafi

Ko smo ze omenili grafe, predstavimo bralcu Se en pogled na najbolj zani-
miv aksiom posplosenega cetverokotnika (A3). Dolzini najkrajsega cikla v
grafu G pravimo oZina (angl. girth) in jo ozna¢imo z g = ¢(G). Sami se
prepricajte, da za graf G' premera d, ki ni drevo (v tem primeru bi lahko
definirali, da je ozina o0), velja
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g<2d+1. (8)

Grafe, za katere velja v zgornji neenakosti
enakost, imenujemo Moorovi grafi. Single-
ton je pokazal, da je Moorov graf nujno
regularen (to je lahko tudi domaca naloga
za ambiciozne bralce). Poln graf je o¢itno
Moorov. Kaj pa, ce graf ni poln? Tudi v
tem primeru ni tezko najti neskonéno pri-
merov Moorovih grafov: lihi cikli Cogy.
Kaj pa ce bi radi nasli se kaksen primer, Slika 13.  Petersenov graf 4x.
ki ni ne poln graf in tudi ne cikel. Ve¢ina Lahko ga dobimo tudi iz pravilnega
bralcev, ki so se ze kdaj srecali s teorijo ¢etverca ali tetraedra, tako da do-
grafov, bi verjetno pomislili na Petersenov damo po eno tocko na sredisée vsa-
graf. Le-ta nima ne trikotnikov ne ¢etve- kega roba in paroma povezemo ti-
rokotnikov, njegov premer pa je 2. Ker v ste, ki ustrezajo robovom, ki se ne
tem grafu ni tezko najti 5-cikla (C5), smo stikajo.

prisli do novega primera Moorovega grafa.

Naslednji primer Moorovega grafa pa ni tako lahko najti, saj ima ze
50 vozlis¢ in stopnjo 7. Vseeno je to uspelo leta 1960 A. Hoffmanu in R.
Singletonu. Predstavimo elegantno konstrukcijo N. Robertsona, glej pa tudi
sliko 14. Za j,¢ € Zs naj bo P; petkotnik in @y peterokraka (tj. za i € Zs
je vozlisce i iz Pj oz. iz Qy sosednje vozliscema i =1 v Pj oz. i+ 2 v
Q¢). Sedaj pa dodajmo vsakemu vozliséu Se pet povezav: za vse i, j,{ € Zs
povezemo vozlisce 7 petkotnika P; z vozlis¢em i+ j¢ peterokrake Q. Tudi v
tem primeru gre za enoli¢en krepko regularen graf SRG(7,0,1), cf. Jurisi¢
in Vidali [16], ki sta za dokaz enoli¢nosti uporabila enoli¢nost Sylvestrovega
grafa, glej sliko 14.

Damerell [12] je za k > 3 in d > 3 v Moorovih grafih pokazal, da
mora obstajati iracionalna lastna vrednost, ki pa ne more imeti celosteviléne
veckratnosti (cf. Bannai in Ito [3], Biggs [6]), tako da lahko privzamemo d =
2 in zaklju¢imo, da je Moorov graf SRG(k,0,1). Z uporabo celostevilskosti
veckratnosti lastnih vrednosti dobimo Se k € {2,3,7,57}.

Izrek 9. Edini Moorovi grafi, ki niso polni grafi ali lihi cikli, so Petersenov
graf (k = 3), Hoffman-Singletonov graf (k = 7) in morda Se krepko regularni
graf na 3250 vozliséih (k = 57).

Obstoj “poslednjega” Moorovega grafa na 3250 vozlis¢ih in stopnjo 57
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je odprt problem ze ve¢ kot 60 let. Jurisi¢ in Vidali [16] sta pokazala,
da je obstoj tega grafa ekvivalenten obstoju razdaljno-regularnega grafa
premera 3, s presecnim zaporedjem {55,54,2;1, 1,54}, v = 3136 in spektrom
551 71617 _1110_g1408 74 potencialen neobstoj slednjega grafa glej Makhnev
[20], vendar tudi Faber in Keegan [13].

Y ¢ ’
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Slika 14. Hoffman-Singletonov graf. Konstruirati se ga da tudi iz GQ(2,2): za vozlisca
vzamemo vse mozne pare (oval, razpetje), kjer je oval dual rezpetja, glej 4. nalogo, ter
sta para (O, S) in (O, S") sosednja natanko tedaj, ko je
oNO'={P}eP, SNS' =LeL in Pe¥;

dobimo 5-regularen graf (na 36 vozlis¢ih), premera 3 in ozine 5, v katerem za vsako vozlisce
v velja, da vozlisca, ki so na razdalji 2 od v, inducirajo unijo ciklov, vozlis¢a na razdalji
3 od v pa 5K2, ki se imenuje Sylvestrov graf. Iz tega grafa lahko skonstruiramo nov graf
na istih vozlis¢ih, tako da povezemo tista vozlisca, ki so v originalnem grafu na razdalji
3. Dobljeni graf je graf kolinearnosti od GQ(5,1), tj. K¢ X Ks, ki je tudi SRG(10,1,2).
V GQ(5,1) imamo 2 razpetji in 12 premic, ki skupaj predstavljajo mnozico 14 vozlis¢.
Dodamo jih Sylvestrovemu grafu in tako dobimo 50 vozlis¢. ManjkajoCe povezave naj za

vajo doda bralec sam in nato preveri, ¢e je res dobil pravi graf.

8. Posploseni n-kotniki

V primeru dvodelnih grafov se da zgornja meja za ozino iz (8) izboljsati
v 2d. Dvodelne grafe, ki dosezejo to mejo, je Jacques Tits (leta 1959) je
vpeljal in poimenoval posploseni veckotniki oz. poligoni (angl. generalized
polygons).

Naj bo G dvodelni graf (tj. brez lihih ciklov) in G = (P, L) geometrija.
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Ce vozliséa v enem delu grafa G ustrezajo tockam, vozliséa v drugem delu
pa premicam in poljubna tocka P € P lezi na poljubni premici ¢ € L
natanko tedaj, kadar sta P in £ sosednji v grafu GG, potem re¢emo, da je G
incidencéni graf geometrije G. Ime izhaja iz dejstva, da relaciji P € £ reCemo
tudi, da sta tocka P in premica ¢ incidencéni. Geometrijo G, ki jo dobimo
iz dvodelnega grafa G premera n, imenujemo posploseni n-kotnik, ce velja
naslednji aksiom:

(I3) Ozina grafa G je dvakratnik njegovega premera,
tj. 2n.

Zanjo pravimo, da ima red (s, t), kadar velja Se

(I1) Vozlisée iz dela £ ima stopnjo t + 1.
(I2) Vozlisce iz dela P ima stopnjo s + 1.

Slika 15. Jacques Tits

Za posploseni n-kotnik recemo, da je debel, ¢e je vsaka tocka (premica)
inciden¢na z vsaj tremi premicami (tockami). Z nekaj dela se lahko prepri-
¢amo, da imajo debeli posploseni n-kotniki vedno red (s,t) za neki naravni
Stevili s,t > 2. Walter Feit in Graham Higman, ki sta znana po svojem delu
na podrocju klasifikacije enostavnih konénih grup, pa sta leta 1964 dokazala
sloviti izrek, glej npr. [7, Thm. 6.5.1]:

Izrek 10. Vsak koncéni posploseni n-kotniki, za katerega je s,t > 2, obstaja
le, e jen € {2,3,4,6,8}. Zan =2 je posploSen 2-kotnik poln dvodelen graf
Koi1t+1-

Za n =3 dobimo projektivno ravnino in s =t,

Za n = 4 dobimo posplosen cetverokotnik GQ(s,t), Vvt < s < t2.

Za n = 6 dobimo posplosen Sestkotnik, GH(s,t), st je popoln kvadrat in
/3 < s <15,

Za n = 8 dobimo posplosen osemkotnik, GO(s,t), 2st je popoln kvadrat in
VE<s <t

Opomba 11. (i) Vecino neenakosti v zgor-
njem izreku je prispeval D.G. Higman.
(ii) Za definicijo projektivne ravnine (po-
dobne tisti za posplosene cetverokotnike, s N
katero smo zaceli), glej npr. Kiss in Mal- . &Y a7
nic [17]. - NG

Slika 16. W. Feit in G. Higman.
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Ce se omejimo na posplosene Cetverokotnike s tremi toc¢kami na vsaki
premici, tj. s = 2, potem obstaja poleg GQ(2,1) in GQ(2,2) le se GQ(2,4).
V ta namen bi lahko najprej pokazali Higmanovo neenakost ¢ < s2, ki velja
v GQ(s,t) za s > 1in t > 1 (z nekaj stetja gre le za uporabo neenakosti
med kvadratno in aritmeti¢no sredino). V nasem primeru to pomeni t < 4.
Iz celostevilénosti veckratnosti lastnih vrednosti sledi, da za GQ(s,t) velja
tudi s +t|st(s+ 1)(t + 1), zato je t # 3 in GQ(2, 3) ne obstaja.

Bi znali iz GQ(2,2) skonstruirati GQ(2,4) ¢ Slednji ¢etverokotnik mora
imeti 27 tock in 45 premic, torej Se 12 novih tock in 30 novih premic. Zagc-
nimo s kombinatori¢no konstrukcijo, ki smo jo opisali na zacetku 4. razdelka
in ozna¢imo nove tocke z 1,2,...,6 in 1’,2',...,6". Nove premice naj bodo
{i,{i,j},j’} za 1 < 14,5 <6 in i # j. Bralcu prepustimo preverjanje, da
smo res dobili posplosen ¢etverokotnik GQ(2,4) in omenimo, da je v resnici
edini s temi parametri.

Za konec omenimo Se, da sta Payne in Thas zgodbo uspesno nadalje-
vala tudi v primeru s = 3, saj mora biti ¢ € {1,3,5,6,9}. Skonstruirala
sta posplosen Cetvorokotnik GQ(3,3) in njegov dual (ki mu ni ‘enak’),
GQ(3,5) in GQ(3,9), ter pokazala, da drugih ni. V primeru s =4 pa je
t €{1,2,4,6,8,11,12,16} in je poznana enoli¢nost za GQ(4,4) ter po ena
konstrukcija v primerih GQ(4,6), GQ(4,8) in GQ(4, 16), medtem ko je ob-
stoj GQ(4,11) in GQ(4, 12) se vedno odprt problem.

9. Zakljucek

Ko uporabimo vse pogoje za obstoj parametrov, obi¢ajno dobimo oz. na-
redimo listo “dopustnih parametrov” (kot smo to videli v majhnih primerih
posplosenih ¢etverokotnikov s € {2,3,4}). Za dobljene parametre ne vemo,
ali kombinatori¢ni objekt/geometrija obstaja ali ne. Tudi ¢e konstruiramo
en primer geometrije (ali pa ta ze obstaja), e vedno ne vemo, ali jih je
Se ve¢. Dokazi enoli¢nosti so obi¢ajno zahtevni. Véasih se zgodi, da dru-
gih primerov ni, drugi¢ pa jih je lahko celo veliko (v nekaterih primerih na
podroc¢ju krepko regularnih grafov celo eksponentno oz. hipereksponentno
mnogo).

Predstavili smo le zelo enostavno neskon¢no druzino posplosenih cetve-
rokotnikov, tj. mreze in njihove duale ter primera GQ(2,2) ter GQ(2,4) oz.
njegov duall. Obstajajo stevilne druge zanimive konstrukcije: GQ(q,q),

!Predstavimo ga lahko kot 45 tock in 27 premic Hermitske ploskve Us4 z enacbo
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GQ(q,4%), GQ(q — 1,q + 1), kjer je q potenca prastevila, in njihovi duali.
Neskoncne druzine obicajno pridejo iz projektivnih prostorov, katere pogo-
sto konstruiramo iz kon¢nih obsegov (in jim pravimo klasi¢ne), vendar ne
vedno (te druge vcasih smatramo za sporadi¢ne). Ve¢ o tem podrocju naj-
dete v knjigah Konéni posploseni éetverokotniki avtorjev Payne & Thas [21]
in PosploSeni veckotniki avtorja Van Maldeghama [19].

Slika 17. Hendrik Van Maldeghem Slika 18. Stanley Payne in Joseph A. Thas

Ce ste ze pogledali naloge, ste morda ugotovili, da v teh geometrijah
lahko is¢emo Se druge objekte ali strukture, kot npr. razpetja. Razpetja
posplogenega Getverokotnika GQ(2,4)? so npr. lahko izpeljana iz lastnosti
kubicéne ploskve s 27 premicami nad kompleksnimi stevili. Avtor [14, str. 45]
je v svojem doktoratu (neodvisno) pokazal, da obstajata dve neizomorfni
razpetji in ju konstruiral oz. celo narisal, s precej ve¢ znanja o koncih
geometrijah pa sta ta rezultat prva objavila Brouwer in Wilbrink [10].

Ne nazadnje se lahko v ¢asu ra¢unalnikov vprasamo, ali bi si lahko pri
teh vprasanjih pomagali z njimi. Pri kon¢nih geometrijah in grafih gre za
konéno stevilo moznosti, torej clovek lahko pomisli, da se da pregledati vse
moznosti kar z racunalnikom ali superra¢unalnikom in da bomo tako slej ko
prej prisli do odgovora. Pa vendar ni tako, saj imamo Ze za krepko regularne
grafe z v < 100 vozlis¢ veliko odprtih problemov enoli¢nosti (najmanjsi je
SRG(37,18,8,9) s 333 povezavami). Azarija in Marc sta pokazala neobstoj
SRG(75,32,10,16) [1] in SRG(95, 40, 12,20) [2], letos pa sta Se Shpectorov
in Zhao pokazala neobstoj SRG(85, 14, 3,2) [22], tako obstaja do v < 100
Se 8 odprtih problemov obstoja (najmanjsi je SRG(69,20,7,5) s 690 pove-
zavami, zanimiv pa je tudi SRG(99, 14, 1,2) s 693 povezavami, glej Conway

[11]).

zg + 2% + 23 + 23 = 0 nad Galoisovim obsegom GF(4). Kot zanimivost omenimo $§e, da
sta teh 27 premic Ze na$la Cayley in Salomon leta 1849.
2Pravzaprav gre za dualno trditev, v kateri nastopajo ovali, glej 4. nalogo.
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Slika 19. Resitev naloge iz uvoda.

Naloge

1. Naj bo G posploseni ¢etverokotnik GQ(1,¢). Glede na to, da vsako
premico sestavljata dve tocki, jo Stejemo za povezavo. Prepricajte se,
da je G poln dvodelni graf K;yq¢11.

2. Dokazi tocko (b) iz Leme 3.
3. Koliko ¢etverokotnikov, petkotnikov in (3 x 3)-mrez je v GQ(2,2)?

4. Owal O je dual razpetja, tj. taka podmnozica tock, da vsaka premica
vsebuje natanko eno tocko iz O. Glej npr. Kiss in Malni¢ [18] za primer
projektivne ravnine (ko je n = 3). Opomba: obstoj ovala v GQ(s,t) ni
zagotovljen, tako kot ne v primeru razpetja, sta pa zato njuni velikosti
enaki st + 1. Koliko razpetij oziroma ovalov je v GQ(2,2)?

5. V kombinatoriéni konstrukeiji GQ(2,2), kjer so bile stranice polnega
grafa K¢ tocke, je oval mnozica 5 tock, ki ustrezajo povezavam iz enega
vozlis¢a. Dokazi, da mora biti oval vedno mnozica, ki jo dobimo na tak
nadin.

6. S 15 pari elementov iz mnozice V = {1,2,3,4,5} oznacite Se geometrijo
na sliki 8, tako da bodo premice res ustrezale razbitjem mnozice V.
(Ker je grupa simetrij za GQ(2,2) velika, to ne bo preve¢ tezko. Pa bi
znali morda dolociti tudi to grupo?)

7. Dokazi, da je dual delne geometrije tudi delna geometrija in dolo¢i njene
parametre.

8. Pokazi, da je tockovni graf delne geometrije s parametri (R, K, T") krepko
regularen ter dolo¢i njegove parametre in lastne vrednosti.

9. Naj bo G krepko regularen graf SRG(v, k,a,c). Dokazi, da je kom-
plement G tudi krepko regularen graf in dolo¢i njegove parametre ter
lastne vrednosti.

10. Iz Robertsonove konstrukcije je razvidno, da lahko vozlisca tega grafa
razdelimo na dve polovici tako, da vsaka inducira 5C'5. Prepricaj se,
da unija vsakega petkotnika in petokrake inducira Petersenov graf (kar
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pomeni, da graf nima trikotnikov) in da v tem grafu ni ¢etverokotnikov
ima pa premer 2. Od tod sledi, da gre za SRG(7,0,1). 3

11. Naj bo v € N, G pa graf z mnozico vozlis¢ Z, in A njegova matrika
sosednosti. Z matematicno indukcijo se prepricaj, da je za i,j € Z in
za poljubno naravno Stevilo A

(AM);; = stevilo sprehodov med vozlisci i in j dolzine h.

12. Naj bo G graf premera d. Dokazi, da ima vsaj d + 1 razli¢nih lastnih
vrednosti.

13. (k, g)-kletka je regularen graf stopnje k in ozine g ter minimalnega
stevila vozlisé v = wv(k,g). Problem dolocanja stevila v(k,g) je leta
1959 postavil F. Kérteszi, ki je opazil, da je stevilo v(3,5) = 10 ter
“realizirano” s Petersenovim grafom. Dolo¢i v(2, g), v(k,3), v(k,4) in
v(7,5).

14. Za potenco prastevila ¢ se da iz
koncénega obsega GF(q), glej To-
nejc [23], skonstruirati posploseni n-
kotnik za
(a) n = 3 — projektivna ravnina

PG(2,q),
(b) n = 4 — posplosen stirikotnik
GQ(q,q), za ¢ = 2 glej sl. 19,
(c) n = 6 — posplosen Sestkotnik
GH(q, q),

katerega incidencni graf je k- Slika 20. Tuttova (3,8)-kletka
regularen, pri ¢emer je k = q + 1.

Prepricaj se, da je ta graf (k,n)-kletka in
(8) v(k,6) = 2(g>+q+1), (b) v(k,8) = 2(q+1)(@®+1), (¢) v(k, 12) =
2(g+1)(¢* + > +1).

3Kot zanimivost omenimo Se, da ima Hoffman-Singletonov graf natanko 100 neodvi-
snih podmnozic vozlis¢ velikosti 15. Vsaka neodvisna podmnozica je disjunktna z natanko
7 drugimi neodvisnimi podmnozicami. Graf na 100 vozlis¢ih, ki povezuje disjunktne ne-
odvisne mnozice in pa tiste, ki se sekajo v 8 vozlis¢ih, lahko razdelimo na dva podgrafa s
50 vozlisci, od katerih je vsak izomorfen Hoffman-Singletonovemu grafu. Gre za Higman-
Simsov graf, ki je SRG(22,0,6) in prav tako enoli¢en. Lahko bi nadaljevali in nasli po-
vezavo z Matejevo grupo M2 (Mathieu) in Wittovim naértom ali pa Leechevo mrezo
itd.
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15. Na sliki 21 (z naslovnice) je predstavljen GQ(2,2) Se v eni obliki. Po-
jasni, za kaj gre.

Resitev. Ker je ta posplosSeni cetverokotnik sam sebi du-
alen, smo v tabeli 1 zamenjali vlogo tock in premic, tako
da so tokrat tocke prirejanja, prirejanja pa sestavljajo
premico, kadar je presek treh prirejanj povezava v K.
Opozorimo Se, da je K narisan tako, da najprej nari-
Semo K5, potem pa v sredino postavimo Sesto tocko, ki
jo povezemo s petimi tockami, s katerimi smo zaceli.

Slika 21. GQ(2,2) Se enkrat,

v nekoliko drugaéni obliki.

16. Konstruiraj SRG(9,4, 1,2) in dokazi njegovo enoli¢nost.* Nadaljujmo s
poljubnimi grafom, za katerega velja, da poljubna njegova povezava lezi
v natanko enem trikotniku (a = 1) in poljubni dve nesosednji vozlisci
lezita v natanko enem Cetverokotniku (¢ = 2). Dokazi, da mora biti ta
graf regularen. Potem gre za krepko regularen graf SRG(k, 1,2), iz (6)
in (7) pasledi se k € {4,14,22,112,994}. Za k = 14 glej [11], za k = 22
pa obstaja graf, ki so ga 1. 1971 konstruirali Berlekamp, Van Lint in
Seidel iz ternarne Golayeve kode, cf [9, str. 333].

Iz 12. naloge sledi, da je graf z eno samo lastno vrednostjo K, graf z
dvema lastnima vrednostima pa K,, n > 1. Grafi z najve¢ tremi lastnimi
vrednostmi so krepko regularni. V sploSnem imajo razdaljno-regularni grafi
(glej Brouwer, Cohen in Neumaier [7], cf. [14], [15]) premera d natanko d+1
lastnih vrednosti, obrat pa ne velja. Tem grafom se bomo posvetili v poseb-
nem ¢lanku. Lahko pa omenimo, da se je za enolicnost Pattersonovega grafa
kot razdaljno-regularnega grafa s parametri {280,243, 144,10;1,8, 90,280}
uporabila enoli¢nost posplosenega cetverokotnika GQ(3,9), glej Brouwer,
Jurisi¢ in Koolen [8]. Ta graf ima za vozlis¢a 22 880 centrov Sylowih 3-grup
Suzukijeve grupe, kjer sta vozlis¢i sosednji takrat, ko generirata Abelovo
grupo reda 32. Dobljeni graf je primitiven, ima premer 4 in stopnjo 280.

Zahvala Mojci Mikac, s katero sva pred mnogimi leti zacela Studirati eno-
licnost posploSenega Cetverokotnika GQ(2,2), in recenzentoma za koristne
pripombe.
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