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Splošna Fnchsova linearna diferencialna enačba drugega 
reda, ki ima n singularnih točk, zavisi poleg eksponentov v 
posameznih singularnilr točkah še od n— 3 poljubnih konstant, 
tako imenovanih akcesoričnih parametrov. Glede določitve teh 
je že F. Klein postavil naslednje splošno vprašanje: 

Ali se da z akcesoričiiimi parametri v diferencialni enačbi 
tako razpolagati, da ima kvoeient % dveh neodvisnih rešitev, 
oziroma lik. ki v ravnini r odgovarja ravnini neodvisne spre-
menljivke ,v v diferencialni enačbi, gotove izjemne lastnosti? 
Ta problem je v ozki zvezi s teorijo enoličnih avtomorfnih 
funkcij. 

Lastnosti, ki se zahtevajo za kvoeient t, morejo biti zelo 
različne. Važen tak problem je n. pr. ta. da puščajo vse sub-
stitucije kvoeient а т. ki odgovarjajo obhodom spremenljivke .xr 
okoli posameznih singularnih točk. isti krog nespremenjen. 
Če so eksponenti pri vseh singularnih točkah recipročna cela 
števila, odgovarja ta slučaj enoličnim avtomorfnim funkcijam 
z mejnim krogom. Za. štiri singularne točke je obdelal ta 
problem E. Hilb in sicer najprej za slučaj, da so vse singu-
larne točke reelne (E. Hilb: jCJber Kleinsche Theoreme in. der 
Theorie der linearen Differentialgleichungen, Math. Annalen, 
Bd. 66), nato pa še za štiri kompleksne singularne točke 
(Math. Annalen, Bd. 68). У tem delu je tudi obdelan isti pro-
blem za n reelnih singularnih točk. 

V splošnem slučaju štirih kompleksnih singularnih točk 
se izkaže, da eksistira poleg tako imenovanega osnovnega 
teorema, kamor spadajo tudi enolične avtomorfne funkcije, 
še neskončna serija višjih teoremov, od katerih je vsak 
karakteriziran z dvema poljubnima celima številoma in pri 
katerih tudi eksistira ortogonalni krog. 

Nadalje je obdelal E. Hilb v istih dveh delih tudi problem 
določitve akcisoričnih parametrov v primeru reelnih singu-
larnih točk tako, da ima mnogokotnik, v katerega se preslika 
zgornja polovica ravnine .v s kvoeient oni r, gotove lastnosti, 
ki so invariantne napram linearni substituciji. 
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F. Klein pa je poleg drugih postavil tudi naslednji pro-
blem: Diferencialna enačba naj ima šest singularnih točk in 
pri vsaki izmed teli naj bo diferenca eksponentov У?. Tri 
akcesorične parametre, ki se nahajajo v diferencialni enačbi, 
je treba tako določiti, da ima šesterokotnik. v katerega pre-
slika т zgornjo polovico ravnine v. naslednjo obliko: 

I a problem pa je specielni slučaj naslednjega zelo sploš-
nega problema, ki ga hočem tu formulirati, mislim da popol-
noma v skladu s Klc»novimi idejami: Vse singularne točke 
diferencialne enačbe razdelimo v nekaj skupin po najmanj 
clve točki. Vse točke ene skupine si mislimo v gotovem vrstnem 
redu in jih po tem redu zvežimo s krivuljo od prve do zadnje. 
Isto storimo z vsemi ostalimi skupinami in (o tako. da se 
krivulje niti same sebe niti med seboj ne sečejo. Vzdolž 
vsake teh krivulj si mislimo ravnino v prerezano. Problem 
je sedaj ta: A l i se d a j о а к с e s o r i č n i p a r a m e t v i 
t a k o d o 1 o č i t i , da j e k v о с i en i т d v e h n e o d v i s -
n ih r e š i t e v d i f e r en с i a 1n e e n a č b e e n o 1 i č na 
f u n к с i j a n a r a z r e z a n i r a v n i n i .v i n d a p o l e g 
t e g a p u š č a j o v se s u b s t i t u с i j e k v о с i e n t a t, ki 
o d g o v a r j a j o o b h o d o m s p r e m e n l j i v k e .v o k o 1 i 
s i n g u 1 a r n i h t o č k i s t e s k u p i n e, s k u p e n k r o g 
n e s p r e m e n j e n. 

Kleinov primer je tak. da razdelimo vseli šest singularnih 
točk v tri skupine po dve sosedni točki in zvežemo obe točki 
ene skupine po reelni osi. 

f e 
Slika 1. 
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V slučaju štirih singularnih točk obstojata samo dve mož-
nosti. Vzame se namreč lahko vse štiri točke v eno skupino 
(E. Hilb), ali pa po dve in dve točki skupaj. Zadnji problem 
je popolnoma splošno obdelal J. Plemelj v svojem delu: Zur 
Theorie der linearen Differentialgleichungen der zweiten 
Ordnung mit vier Fuchssehen singularen Punkten (Monats-
hefte f. Math. u. Phvsik. Bd. 43). Izkaže se, da je rešitev 
problema možna le v primeru, če zadoščajo eksponenti dvema 
relacijama. Kadar sta ti dve relaciji izpolnjeni, rešitev tudi 
vedno eksistira in so pri tem lahko eksponenti celo kom-
pleksna števila. 

Pri splošnem problemu nastane vprašanje, ali je ravno 
toliko akeesoričnih parametrov v diferencialni enačbi, kot je 
pogojev. Če se naj povrne kvoeient т dveh neodvisnih rešitev 
pri obhodu okoli ene skupine singularnih točk vase, so zato 
potrebni vobče trije pogoji, ki povedo, da je obhodna sub-
stitucija identična. Le v primeru, da sta v skupini samo dve 
-singularni točki, je treba akcesorične parametre tako določiti, 
da sta izpolnjena dva pogoja, tretji pogoj je namreč relacija 
med eksponenti v obeh singularnih točkah. 

Vzemimo, da se т povrne vase pri obhodu okoli i-le sku-
pine z r>. točkami. Da puščajo vse substitucije, ki odgovar-
jajo obhodom spremenljivke .v okoli singularnih točk te sku-
pine, skupen krog nespremenjen, je potrebno 2ni - 6 reelnih 
pogojev, (če se namreč vzame vse singularne točke v eno 
skupino in se zahteva skupen ortogonalni krog. je treba 
izpolniti ravno 2n — 6 reelnih pogojev in prav toliko je v 
diferencialni enačbi reelnih parametrov.) Če sta v skupini 
samo dve singularni točki, eksistira vedno ortogonalni krog. 
Ako se šteje en kompleksen pogoj za dva reelna pogoja, 
potem je treba v vsakem primeru izpolniti ravno 2?г1 pogojev, 
da se г pri obhodu povrne vase in da puščajo substitucije, 
ki odgovarjajo obhodom spremenljivke .v okoli singularnih 
točk te skupine, skupen krog nespremenjen. 

Za vse skupine skupaj je treba izpolniti ravno 2n reelnih 
pogojev. Ti pogoji pa niso vsi med seboj neodvisni, ampak 
obstoja med njimi šest reelnih relacij, ki izražajo, da se 
povrne T pri obhodu okoli vseh singularnih točk vase. Torej 
je 2n — 6 neodvisnih reelnih pogojev, ravno toliko pa je 
reelnih akeesoričnih parametrov. 
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Če ima diferencialna enačba pet singularnili took, nasto-
pata dva kompleksna akcesorična parametra. Tu se more 
postaviti slice u problem kakor zgoraj, da se namreč vzame 
v eno skupino dve točki, v drugo pa ostale tri. Izkaže se, 
da je možno pričakovati rešitev le tedaj, če obstoja med 
eksponenti tistih dveh singularnili točk, okoli katerih naj se 
povrne kvocient % vase, ena izmed naslednjih dveh enačb: 

£j — f2 — celo število . . . . I 
£1 ?2 = celo število . . . . [I. 

pri čemer pomenita in e3 diferenci eksponentov v prvi in 
drugi singularr.i točki. 

V tem spisu hočem obdelati ravno ta problem in sicer v 
primeru, da so vse singularne točke reelne in da so diference 
eksponentov reelne in manjše od /. Diferencialna enačba se 
tukaj glasi: 
cPy , / . , Jih. - 1 . » , L±\ + . Tx% + + у = 0(1) 
dx2 \x-e1 ' x-e2 x-a x-bJ dx (x-ej (х-ег) (х-а) (х-Ь) У 1 ' 
Singularne točke te diferencialne enačbe so elt e.-,, a, b in 
C — oo. Naj bo e, >e2 > a > h 
K posameznim singularnim točkam pripadajo eksponenti t\, o; 
Со, o; a, o; (3, o/ k с — со pa eksponenta у in y". Pri tem je 

e , + c s + a + / 3 + / + / ' = 3 
y'y"=T 
i 11 у — у =y. 

Nadalje naj bo 
o < < 1, o < fa < 1, o<a<l, o<(3< /, o <y<l 

l\ in To sta akcesorična parametra. 
Enačbi 1 in II sta tukaj 

et — e2 — ( ) . . . . I* • i + ^ = i 11* 
Za teorijo enoličnih avtomorfnih funkcij je važen samo 

slučaj I" in se hočem zato v nadaljnem omejiti samo na tega. 
Ravnino x si mislimo razrezano vzdolž reelne osi najprej 

od e, do e2 in nato še od a preko b do с = с». 
Ako je relacija I" izpolnjena, je vedno mogoče akce-

sorična parametra Ti in T2 v diferencialni enačbi (1) tako 
določiti, da je kvocient т enolična funkcija na tako razrezani 
ravnini .v. Eksponenti a, f! in у so pri tem še poljubni, le da 
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so manj ši od 1. K vodeni г dveh neodvisnih rešitev enačbe (1) 
preslika razrezano ravnino .v na nek lik v ravnini r. ki je 
omejen s krožnimi loki. V bistvu je to krožni čeiverokotnik 
s koti 2 ал, fm, 2 yn in /5 л, iz katerega je izrezan krožni dvo-
kotnik. Ta lik pa lahko leži na več listih. Kol oscilacijsko 
število definirajmo število listov, na katerih leži naš lik. "V 
slučaju I* se dobi oscilacijsko število vedno liho: 2x-j-

Č e t v e г o k o t n i k i m a t u v e d n o o r t o g o n a 1 e n 
k r o g , k i j e l a h k o r e e l e n , i m a g i n a r e n. a l i p a 
s e r с d u с i r a n a t o č к о. V p r i m e r i h , d a e k s i s t i r a 
r e e l e n o r t o g o n a 1 e rr k r o g in j e a + /3 + у < 1, ali 
cla j e o r t o g o n a 1 n i k r o g i m a g i n a r e n. a l i p a, č e 
s e r e d u с i r a n a t o č k o (a + /i + у = 1), se da p o l e g 
e k s i s t e n c e r e š i t v e p r o b l e m a d o g n a t i še m n o-
g o v e č. T u v e l j a n a m r e č s t a v e k : Iv v s a k e m u 
o s с i 1 ac i j s ke mu š t e v i l u 2y.-\-1 pripada tudi na-
t a n č n o 2 x + 1 r e š i t e v. Če j e o s c i l a c i j s k o š t e -
v i l o 1, e k s i s t i r a t o r e j s a m o e na r e š i t e v , na m -
r e č t a k o i m e n o v a n i o s n o v n i te o r e m. V t e m 
p r i m e r u l e ž i 1 j k s a m o 11 a eni r a v n i n i (slika 2). 

Slika 5. 
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Л' teoriji enoličnih avtomorfnih funkcij so eksponenti 
recipročna cela števila. Lahko se je prepričati, da v tem pri-
meru vedno eksistira imaginaren ortogonalen krog, če je 
« + /3 + у > 1. Iz zgornjega sledi, da se dasta parametra v 
diferencialni enačbi na samo en način tako določiti, da je 
kvocient т enolična funkcija na razrezani ravnini .v in leži 
pripadajoči lik samo na enem listu. Ako smatramo .v kot 
funkcijo kvocienta t, je to enolična avtomorfna funkcija 
kvocienta г. Fundamentalno polje te funkcije je krožni 
četverokoitnik, iz katerega je izrezan dvokotnik (slika 2). 

Г ako dobimo dve različni vrsti avtomorfnih funkcij. Če 
je namreč a + fi + y < l , je eksistenčno polje pripadajočih 
avtomorfnih funkcij omejeno z neskončno mnogimi mejnimi 
krogi in sicer je vsaka točka katerega koli mejnega kroga 
stekališče takih krogov. Kadar pa je a + 8 + у > 1, je eksi-
stenčno polje pripadajočih funkcij cela ravnina т z izjemo 
ene same perfektne množice točk. 

T a r a z p r a v a d a j e p r v i , s a m o iz t e o r i j e di-
f e r e n c i a l u i h e n a č b i z h a j a j o č i d o k a z za e k s i -
s t e n c o t a k i h K 1 e i n o v i h a v t o m o r f n i h f u n k-
c i j , k a t e r i h e k s i s t e n č n o p o l j e je o m e j e n o z 
n e s k o n č n o m n o g i m i m e j n i m i k r o g i . D o k a z a -
v а 1 n а s r e d s t v а so s а mo e l e m e n t a r n a zvez-
n o s t n a r a z m o t r i v a n j a. 

Vendar pa ta razmoiri vanja v dveh smereh presegajo 
okvir navadnih enoličnih avtomorfnih funkcij. Dobi se nam-
reč poleg osnovnega teorema še višje teoreme in so pri tem 
eksponenti ci, /3 in у še poljubni, le da so manjši od /. 

1. 
Diferencialna enačba (J) ima v vsaki singularni točki 

razen v с = >o po eno regularno rešitev. To rešitev zazna-
mujmo vedno z Y2. To je tudi ena izmed obeh normiranih 
rešitev v dotični singularni točki. Druga normirana rešitev 
n. pr. v točki e, ima, če je f, ф 0, naslednjo obliko: 

Yiel = ('x— $ (x — e j 
kjer pomeni ^ potenčno vrsto, ki je v točki et od nič različna. 
Ravno tako je pri drugih singularnih točkah. Če pa je 
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£t = o, ima druga normirana rešitev v točki ег logaritmično 
singular nosi in je 

Y,e, = Yiet log (x — e j + Q (x — ej 

V peti singularni točki с = ^ sta normirani rešitvi (4) in 
(')"/' 5)J2 ( ' j ter nastopijo slične spremembe kakor prej, kadar 
je 7 = o. 

Problem, ki smo si ga zastavili, zahteva, da se kvocient г 
dveh neodvisnih rešitev enačbe (J) povrne л-ase pri obhodu 
točke .v okoli obeh singularnih točk ел in e,,. Obhodu okoli 
ene singularne točke odgovarja neka linearna lomljena sub-
stitucija kvocienta т. Kompozitum substitucij, ki odgovarjata 
obhodoma okoli točk e1 in e... mora biti identična substitucija. 

Če se vzame za i kvocient normiranih rešitev v e1 ter 
se postavi r,-, = Y : tedaj preide геу v e*Bl7ltTeu kadar obkroži x 
točko e, v pozitivnem smislu. Treba je še poiskati, v kaj pre-
ide te. pri obkrožitvi točke x okoli e2. Ker sta v normirani 
rešitvi neodvisni, se vsaka nadaljna rešitev diferencialne 
enačbe (1) linearno izraža s tema dvema, torej tudi Y e, in 

Yiel = AYie2 ~f~ BY%e2 ̂ ^ 
Yi,ex -= CYie2 DY%e2 

kjer pomenita Vw2 in Y*e% v e2 normirani rešitvi. Determinanta 
AD — ВС je od nič različna, ker sta tudi Yv>, in Y.e2 neodvisni. 
Kvocient те, pa se izraža s %e2 z naslednjo linearno substitucijo 

т A%e% В ^ _ ^ie2 ^ 
Cle2 -4- D Y?e„ 

Ker preide xe, pri pozitivnem obhodu točke .v okoli točke e2 

v е'£гЛ1те2, preide те, v 
A -f- В 
C - f D 

—Ргех -j-B 
V ta izraz je treba postaviti za те, = ki se dobi iz 

enačba ("). Substitucija kvocienta te,, ki odgovarja pozitiv-
nemu obhodu okoli točke e,. se sedaj glasi 

(ВС —A D e^i) Te.-j-AB (e^ — 1) 
DC (1 — e^') 'ie, + ВС -AD 
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Če obkroži .v obe singularni točki ex in e2 v pozitivnem smislu, 
si mislimo, da obkroži najprej ег in nato še e.2 v pozitivnem 
smislu. Pri tem preide v 

(ВС — AD e*vri) + AB <• — i) 
DC (1 — e^i) + ВС e^ — AD ^ 

Substitucija (S) mora biti identična. Zato morata biti iz-
polnjeni najprej naslednji dve enačbi: 

Ali: o in DC = o 
Iz prve enačbe sledi, da je ali «J A = o, ali pa ji) B=o. 

a) Če je A = o. potem Сфо in je torej D = o. Substitu-
cija (SJ se sedaj glasi 

2 jri ^ 

Ker mora biti to identična substitucija, je e ^ ~ 2 - T l = 1 
Odtod slecli, da je e, — e2 celo število. Ker pa sta e, in e2 

pozitivna in manjša od 1. mora biti £ ,~ f 2 - Tako smo dobili 
tri pogoje A = o, D = o in f, = e 2 , ki so potrebni in zadostni 
za rešitev problema. 

[5) Sedaj naj bo В = o, potem D ф o in je C = o. Substi-
tucija (S) se v tem primeru reducira na 

g fe 1 + ej 2 ni 
Odtod sledi, enako kakor prej, da je e, -j- e, — 1. 

Vse to pa velja le, če sta e, in od nič različna. Najprej 
se je lahko uveriti, da moreta biti e, in e2 le istočasno nič. 
Naj bo torej sedaj — e2 = o. Zopet naj pomeni r-ei = Ylei: Ущ 
in Te, naj se izraža na sledeči način s те, 

Atf, + В 
~ Cr D 

Pri pozitivnem obhodu točke .v okoli e, preide re, v rn J- 2„i, 
pri obhodu okoli e2 pa preide v 

Ате, ф 2 Ani + В 
Сгч -f- 2 C ni -j- D 

—Dxei -f В m če zopet vstavimo za тч = ^ . dobimo 

(ВС — AD ф 2ni АС) теL — 2 ni A2 

2ni CHei ф ВС — AD — 2ni AC ' 
12 



Odtod sledi najprej, da mora biti C = o. Substitucija (S") se 
potem reducira na ^ 

Te, 4- 2ni 
D 

Pri obhodu okoli obeh singularnih točk ex in e2 pa preide те, v 

Te, -f 2ni ̂  ® 
D 

Če naj bo to identična substitucija, mora biti Л J) - - n. 
Doslej smo torej spoznali, da moremo pričakovati rešitev 

problema le v primeru, če je izpolnjena ena izmed naslednjih 
relacij: 

c, — st = 0 I* 
£i - \ ~ e t = l . . . . II* 

Kakor sem že zgoraj omenil, se hočem v na daljnem omejiti 
samo na slučaj I*. V tem slučaju je treba parametra Тг in T2 

v diferencialni enačbi (1) tako določiti, da je ustreženo po-
gojema A — o in D = o. 

Vzemimo najprej, da je prvi pogoj A = 0 izpolnjen. 
Potem se izraža 7>t na sledeči način s rf,, 

те= B . В Ф О, С Ф 0 
Стег + D ' 

Ker je (e,) — }"«•, (e,): У*г(е,) = o. če f, ф o. sledi odtod, da 
mora biti re, f e j = oo. Narobe pa tudi velja, da je A~o, 
kadar je те, (ег) = ос. Iz тег (ej = oo sledi Y^.,(e1) = o in je 
torej Yie, proporcionalen z Yu\- To velja za £2 — £2 Ф о. V 
nasprotnem primeru se glasi prvi pogoj C = 0 in je Y*e, 
proporcionalen z F* , . Zaradi tega je tudi sedaj t«?, (ej = 00. 
Postavimo m = твг (et). Prvi pogoj se glasi potem v obeh pri-
merili m = v . 

Sedaj je treba dognati, ali je možno, če se v enačbi (1) 
fiksira en parameter, drugi vedno tako določiti, da zavzame 
m poljubno naprej predpisano vrednost. Izkazalo se bo. da 
je to vedno mogoče in sicer še na neskončno mnogo načinov. 

V ta namen zapišimo najprej diferencialno enačbo (i) v 
obliki 
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d( dy\ T(x — a) fx—b) 4- l(x— a) — и . — \Р — )-^Р ~ y — 0 
dx\ dx) (x—ел)(х — e2)(x— a)(x—b) 

kjer pomeni 
p = (x — e1) (x—ej1-£^(x — a) 1-a(x—b) 

ali še krajše 
d f dy\ _ 

dx 
T 1 

<p{x) = ; ip(x) 
(x — e j f x — ea) (x—e1)(x — el)(x—b) 

% M = 
(x— et) (x — e2)(x— a) (x — b) 

"V enačbi (1*) sta akcesorična parametra Я in u. 
Za naslednje razmotrivanje je važno, kakšen znak imata 

ip(x) in %(x) na posameznih intervalih med singularnimi točkami. 
Na intervalu (eu e2) je ip(x) pozitiven, %(x) pa negativen, v 
splošnem pa imata >[> (z) in '/ (xi znake, kakor jih kaže ta-le slika: 

гр(х): -j- — — + 
с = эо b a e2 e-i 

x { x ) : + _ + _ + 
Končno naj bosta YWi in Y2€t tako normirana, da je 

Yi4 (e2) — 1 pY'°-e2 (et) = o, = (x — e2/2 ф (x — с J , kjer po-
pomeni potenčno vrsto z reelnimi koeficienti in začetni 
člen, ki nima faktorja .v — e2, naj bo tako določen, da, je 

dYu2 = 1 

x = e2 4- e 
Lim \p\ 

е—У O dx 

1st« naj velja za ostale singularne točke, če eksponenti niso 
enaki nič. Če pa je е.. = o, naj pomeni Y-щ regularno rešitev 
v točki e2 kakor prej, K, pa naj bo rešitev, ki je logaritmi eno 
singularna v točki e2, 

Yie, — QYie2 log (x — <?2) - ) - Q (X — <?2) 

kjer naj bo Q (x — e2) taka potenčna vrsta, ki ima za .v = e2 
vrednost 0. Faktor o pa naj bo tako določen kakor zgoraj, 
da je 

r • i i dYie. Lini \p\ 
г -> 0 dx 
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Če se postavi v prvo enačbo (*) za .v = el5 se dobi 
, , Yie.Ae,) В m = Те, {ел) = ——1-- = 

Y,e, (ег) A 
kar pa velja samo v primeru e, — s, ф 0. 

V diferencialni enačbi si mislimo и fiksiran, drugače pa 
popolnoma poljuben. Drugi parameter pa naj ima tako veliko 
negativno vrednost, da je koeficient pri у na desni strani 
enačbe (1") na intervalu (e2, e1) povsod pozitiven. To je vedno 
mogoče doseči, ker je treba izbrati parameter X samo pozitiven 
in tako velik, da je X (x—a) povsod na intervalu (e2, et) 
več ji od T(x — a) (x — b)- - ц. 

Na reelni osi se lahko postavi v diferencialni enačbi (1*) 
dYie \p\ namesto p. Ker je Y (e«)=l in \p\ = 1. sledi 1 1 1 dx e, 

iz enačbe (1*), da \p\ m M n a intervalu (e,, ej 
dx dx 

stalno naraščata in sta pozitivna. Izjema je le pri e, = e2 = o. 
kar pa hočem pozneje obdelati. Odtod pa dalje sledi, da tudi 
Yie, in Yi't naraščata, če raste ,v od e-, do e-,. Torej je 

Y.eJe,) ^ 
m = > o У- - V . ) 

Naj bosta X, у in Xt, у, dva para vrednosti parametrov. 
Nadalje naj bo у ena rešitev diferencialne enačbe (1") s 
parametroma X in y, ij pa rešitev iste enačbe, kjer imata 
parametra vrednosti in /tl5 tako da je 

d ( d у \ 
dx V7' dx / P ^ +hp{x) + М(х)]У 
d t drj \ 
~dx \ ̂  dx ) = foW + bVid+PiXteVv 

Ako se pomnoži prvo enačbo z 7], drugo pa z у in se nato 
prvo od druge odšteje, se dobi z integracijo 

lP(yJx~ vdx) = a' + Щуцх(х)сЬ(2) 
Za у in t] postavimo v enačbo (2) Yiet e S i n \ enkrat pri 

vrednostnih parametrov X, у. drugič pa pri vrednostih Xx in y. 
Faktor e f,7r/ se vzame radi tega, da je Г«, e ElRl reelen 
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na intervalu (e2, e-,). Iz enačbe (*) sledi, da se lie, na sledeči 
način izraža z in ) «•, : 

F lfl = Л (Г«>2 — m У . 

Če se to vstavi v (2) in se vzame integrale od e, do et. 
se dobi 

e, 
- 2elni A(0J ___ в(0) д(1)} = (ii _ X) j 2e,ni y(o) у?) dXf 

e-i 
kjer pripadajo k A, /t z indeksom (°) označene količine, k 
1г. и pa z indeksom (i). Zgornjo enačbo moremo pisati tudi 
v obliki 

е~2е^А(°>АЪ{т-т(1>) = ах -X)\\p\ y e ' ^ Y g Y$dx.... (3) 

Faktor e~~2s'nl A<0) Aa> je reelen in je tudi pozitiven, če sla 
I in Aj dovolj blizu drug drugega. Ker je i/.'(x)na intervalu 
(e.., ej pozitiven, je integral na desni strani tudi pozitiven. 
Torej sledi odtod, da m pada. če A narašča in narobe. Nadalje 
sledi še iz zgornje enačbe, da se m z A zvezno spreminja, 
razen za tiste vrednosti parametra A, kjer je m — ^ . Tam se 
1 : m zvezno spreminja, kar se da prav lahko uvideti iz 
zgornje enačbe. 

Najprej smo izbrali A tako, da je bil m pozitiven in ni 
imel Yc, nobene ničle na intervalu (e2, ej. Če se A od te 
vrednosti veča, se m sicer manjša, ostane pa vedno pozitiven. 
Zato je treba A manjšati. Pri tem se m veča in raste preko 
vsake meje, če gre A proti taki vrednosti, za katero je 
Г«-, f e j = o. Take vrednosti parametra vedno eksistirajo in 
jih je celo neskončno mnogo. Če pa je predpisano število 
ničel, ki jih mora imeti Y-е, na intervalu (e2, e j . potem je 
parameter A natančno določen. Torej raste m najprej do vred-
nosti + oo, ki jo doseže tedaj, ko je ) (eJ = o in nima 
IV, nobene ničle na intervalu (e2, et). Če se parameter A še 
manjša, preskoči m najprej iz + oo v — со in potem zopet 
raste. Če se parameter A manjša proti — oo. zavzame m vsako 
vrednost med — со in -j- со neskončno mnogokrat. Posamezne 
vrednosti parametra, za katere zavzame m predpisano vred-
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, , dYie и 1, se |pj nekaj časa zmanjšuje, če gre 
CIJC 

nost, so karakterizirane s številom ničel, ki jih ima rW2 na 
intervalu (e2, ex). Če je namreč to število dano, je Я natančno 
določen. 

Sedaj je treba obdelati še slučaj, da je e, = e2 = o. Tudi 
v tem primeru se glasi pr vi pogoj m = oo . Na j ima Я zopet 
tako veliko pozitivno vrednost, da je koeficient pri у na 
desni strani enačbe (1*) povsod na intervalu (e2, e j pozitiven. 

Ker je Y'-r2 (e,)= 1, p * — stalno narašča, če gre x od e, dx 
proti e1 in je torej ——povsod na tem intervalu pozitiven. 

CLJC 
Odtod pa sledi, da tudi narašča in gre proti vrednosti 
+ со. če limitira „v proti e,. Za rešitev Yu-t pa smo vzeli 
Q Y<r, log (x— (\) -f- Q ix- e2\ kjer je q>o. Torej gre proti 
— oo, če se približuje x od desne strani točki e2. Ker je 

d V, — — 1. se I n, 
dx 

x od e2 proti <?,. Тщ je najprej negativen in se veča. Ako 

doseže vrednost nič na intervalu (e,, et). postane potem 
CIJC 

negativen in ostane tak do et. 14 se začne od tistega tre-
nutka dalje manjšati in gre proti — oo, če limitira л- proti e}, 
kakor nam kaže slika 3. V tem primeru je Um \p\ ^ ,e% 

a —> o dx x = e, — r. 
< O in je m < 0. Lahko pa doseže najprej Y>e, vrednost nič 

na intervalu (e,. e j . Od te točke dalje se začne b| ^ 
d¥ ' dx 

večati in je Lim \ p\ "щ j >o, torej je m > о. V tem 
s —>- o doc \ x — e1 e 

primeru dobimo sliko 4. 
Tudi sedaj se m s parametrom Я zvezno spreminja in se 

manjša, če se parameter veča in narobe. Enačba (3) velja 
namreč sedaj prav tako kakor prej, le da se vzame tu 
Yie2 = q log (x —e.,) + Q (x — e,). Pri dovolj velikem nega-
tivnem Я bosta imela in )'v2 ničle na intervalu (e,, e j . 
Vzemimo najprej prvi primer, ko Yie, nima ničle na inter-
valu (e, e j , da je torej m < 0. Če se Я manjša, bo dobil 
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Slika 4. 

prej ničlo kakor IV,. To se uvidi na sledeči način. Naj bo 
x0 ničla, ki jo ima IV, na intervalu (e2, e j . Sedaj velja 
enačba 

.. t , , , dYie, (x0) d ) , !•'„) 
I ( X 0 ) IP\ — — 1 (Ж0) \P\ —- L 

dx dx 
Ker je IV2 (х) = o in Yie2 (x0) •< o, sledi iz te enačbe, da je 

dx 
l o pa ni mogoče, ker je x0 prva ničla na intervalu (e... ег) 

in preide tam Ye2 iz pozitivnih vrednosti v negativne. Torej 
dobi najprej Yie, ničlo na intervalu (e.,, ex) in je tedaj m > o. 
Y.,4 ' pa dobi ničlo, preden dobi Y,e., drugo in je tedaj m < n. 
Ker se m zvezno spreminja in raste, je moral preiti skozi 
vrednost oo. Kadar je prvič m = oo, nima Ye, še nobene ničle 
na intervalu (e2, ex). Če se parameter Я še nadalje manjša, 
preskoči m najprej iz vrednosti + со n a — oo in potem zopet 
raste do + oo. To se ponavlja neskončno mnogokrat. Zopet 
se posamezne vrednosti parametra Я. pri katerih je m = со. 
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ločijo po tem, koliko ničel ima IV» na intervalu (e.,, et). Če 
e to število predpisano, je A s tem natančno določen. 

Kadar je m - cc. je v primeru ct = e2 Ф o. IV proporci-
onalen z Če pa je f, = e2 = o, je IV proporcionalen z 
I V 

D usedaj pa se je spreminjal le parameter A, medtem ko 
je ,u ostal ves čas fiksen, sicer pa poljuben. Če se vzame za ,u 
kakšno drugo vrednost in se predpiše število ničel, ki naj 
jih ima IV na intervalu (e-.. e j , se dobi zopet eno. pa. samo 
eno vrednost za parameter A. Torej je A enolična funkcija 
parametra //. Ta funkcija je zvezna in obenem monotono 
naraščajoča. To je razvidno iz naslednjega razmotrivanja. 

Rešitev I'V, ki je v е.. regularna, ima v primeru, da je 
ft = f2 ф o, ničlo v točki ex. Za — e2 = o pa je IV tudi 
v <?, regularna rešitev. Naj se /u spremeni za Д/f, pripadajočo 
spremembo parametra A zaznamujmo z ДА. K paru A, /i naj 
pripada rešitev Г*.,, к A + ДА, /< + A/< pa YtZ . Postavimo v 
enačbo (2) za у rešitev Y.ie;, namesto rj pa /, in /<t po-
menita tu A + ДА in. // + Д,«. Tako dobimo, če vzamemo 
integrale med mejama e, in et 

~ \ p \ ( T t e t ^ — > i f ) f l = A i f \ p \ f p ( x ) T ^ Y ^ i x + 
\ dx dx J \e„ ; - - - е., 

+ Л [i J \p\z(x) Y^Y-i^dx 
e. 

Leva stran ima vrednost nič. Sprememba A/t naj bo tako 
majhna, da se IV le malo razlikuje od Y 'L fKer je ip > o 
in x<° l i a intervalu (e2, ej, je 

I I p I ip (.x) IV Y"'ef dx > o, J p\%(x) iv l 4 f } dx < o 

Torej je Д2 
> o 

Afi 
1 z te enačbe pa sledi zveznost in monotonost parametra A 

kot funkcije parametra /<. Torej se A stalno veča z narašča-
jočim p. Končno se da še prav lahko uvideti, da, če raste /t 
v eno ali drugo smer preko vsake meje, raste tudi A preko 
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v s a k e me je . K a j t i iz e n a k e g a r a z n i o t r i v a n j a k a k o r z g o r a j 
s ledi , d a j e tud i /t zvezna in monotona f u n k c i j a p a r a m e t r a A. 
O d s l e j n a p r e j b o m o Я in /t s a m o t a k o i zpremin j a l i , d a j e 
i z p o l n j e n p o g o j m = oo in d a i m a Fv a na in terva lu fe2 , e j 
p r e d p i s a n o števi lo и ničel . 

Za reš i tev p r o b l e m a j e še po t rebno p a r a m e t r a Я in // v 
s k l a d u s p r v i m p o g o j e m t a k o določiti , da j e tud i D = o. Ven-
d a r se mi to d i rektno s s a m i m r a z m o t r i v a n j e m n a in te rva lu 
(e.2, e j ni posreči lo . Mora l sem iti k d r u g i m in te rva lom in 
pos t av i t i d r u g e pogo je , ki se d a j o izpolnit i in ki so e k v i v a -
lentni s p o g o j e m D = o. 

3. 
K v o c i e n t dveh neodv i sn ih reš i tev d i f e renc ia lne e n a č b e (1) 

k o n f o r m n o v p o d o b i z g o r n j o polovico r a v n i n e „v na petero-
kotnik , k i j e v o b č e o m e j e n s krožnimi loki. Koti tega petero-
k o t n i k a so ^л, ал. рл. in ул. O k o l i c a v s a k e točke, k i leži 
n a zgorn j i polovic i r a v n i n e .v, se enos tavno p r e s l i k a na okolico 
o d g o v a r j a j o č e točke v pe te rokotn iku . T o j e r a z v i d n o odtod, 
k e r ni o d v o d k v o c i e n t a r dveh neodvi sn ih reš i tev e n a č b e (t) 
n i k j e r nič niti neskončen , če se i z v z a m e s i n g u l a r n e točke in 
točke, k j e r je т = oo. T a odvod se n a m r e č glasi 

/уЛ = У1У2—У2У1' _ 
dx dx \ у i J 

_ (x — g J£' - ' (x - - - ' fx — a) " - ' (X— b)P " ' 

C j e k o n s t a n t a , ki j e od nič raz l i čna . Z a r a d i tega j e v v s a k i 
di 

točki , k i ni s i n g u l a r n a in k j e r ni ij, = 0 , —- =t=o. Če p a je v 
dx 

k a k š n i točki , n. pr . .v,,. = o, i m a //, v x„ enos tavno ničlo, 
7/2 Ф o. P o t e m j e 

% — — - j - C0 + Cj (x — x0) - f С _ ) Ф 0 

in okol ica točke ос o se 
e n o s t a v n o v p o d o b i okrog т = о о . Odtod 

p a ne sledi, d a se pe terokotn ik ne bi moge l delno p rekr iva t i . 
V e n d a r r a z v e j i š č a n i m a n i k j e r v notran jos t i . 

P re s l ika jmo s e d a j zgornjo polovico ravnine x s та = Уш: Ym, 
k j e r s ta Ym in Y-m t a k o n o r m i r a n a k a k o r zgoraj. C e gre .v 
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po reelni osi od a do e... op i še тa segment ae2 n a reelni osi, 

K a d a r p a gre .v prot i točki b p o reelni osi in se s i ng u l a rne 
točke a izogne v m a j h n e m p o l k r o g u , k i leži v zgornj i polovic i 
r a v n i n e .v. op i še та d a l j i c o ab, ki o k l e p a z d a l j i c o ae2 kot an. 
Č e gre x proti točki eu k o se j e točke e2 p r a v teko izognil kakor 
pre j a , opiše та lok kroga K, k i s eče dal j ico ae2 p o d kotom егп, 
Če z a v z a m e t a X in /л s a m o t a k e vrednost i , d a j e p o g o j u m - - oo 
ustreženo, leži s l ika točke et na reelni osi, to je na p o d a l j š k u 
d a l j i c e ae2. T o j e r a z v i d n o iz n a s l e d n j e g a . M e d normiran imi 
r e š i t v a m i v točki a in n o r m i r a n i m i r e š i t v a m i v točki e» obs to ja 
l i n e a r n a r e l a c i j a T i a = A T u t + B t T ^ 

¥ia in Yia s t a ree lna na in te rva lu (a, e2), p r a v t a k o Fw2. 
K e r 

p a F? , ni reelen n a t e m interva lu , a m p a k i m a t a m 
vrt i lni f a k t o r * ) e e ' n l , i m a t a At in C , vrtilni f a k t o r e e ' n l 

Bj in D , p a s ta reelna . P o t e m j e Axle, + Bi 
CtTe, -j- Di 

Kvoc ient rt% j e reelen n a i n t e r v a l u (e*. e j . na in te rva lu (a, e2) 

p a dobi f a k t o r e8*71'. K a d a r j e p r v e m u p o g o j u ustreženo, j e 

m= T f / e J — oo. T e d a j j e to re j т,„ f e j = — . K o e f i c i e n t a A, 
Сл" 

* Pri izražanju z = \z\ ela imenujemo ela vrtilni faktor kompleksnega 
števila z. 
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in C j pa imata isti vrtilni faktor, torej je njun kvocient 
reelen. Res leži ex, to je slika točke eu na reelni osi. Ravno 
tako se uvicli to v primeru, če je г, = £2 — o. l edaj sta namreč 
At in C j reelna. Kolikor ničel ima Ущ v notranjosti intervala 
(e2. ej, tolikokrat opiše ia ves krog K in poleg tega še lok CiCs. 
Ker je c, = fa, se lok. ki odgovarja intervalu (ег, с), dotika 
reelne osi v točki ег. 

Če imamo rešitev problema, leži slika intervala (e±. c) na 
reelni osi. Narobe je pa tudi res, da dajo take vrednosti 
parametrov / in /t, pri katerih leži slika intervala (ex. c) na 
reelni osi. rešitev problema. To je razvidno iz naslednjega 
razni (И ri vanj a. Spojimo katerokoli točko ,v„ intervala (n. es) 
s poljubno točko .v, intervala (ег. с) s krivuljo, ki poteka po-
polnoma na zgornji polovici ravnine x. Tej odgovarja na rav-
nini r krivulja, ki veže ,v„ in .v,. odgovar jajoči točki in poteka 
v notranjosti peterokotnika ake^. Če se vzame k prvotni kri-
vulji še simetrično z ozirom na reelno os. se dobi sklenjeno 
krivuljo, ki oklepa singularni točki ег in e2, okoli katetrih se 
r povrne vase. Torej mora tej krivulji odgovarjati sklenjena 
krivulja v ravnini r. Ker pa odgovarja simetrični krivulji na 
ravnini x krivulja, ki je simetrična z ozirom na reelno os rav-
nine т. mora ležati točki jc, odgovarjajoča točka na reelni osi. 
Točko .Vj pa smo poljubno izbrali na intervalu (ел, с), torej 
leži slika tega intervala na reelni osi. Lahko se je prepričati, 
da obratno tudi velja. 

Sedaj hočemo poiskati potrebne in zadostne pogoje za to, 
da leži slika intervala feu с) na reelni osi. 

Naj bosta Yib in )*«г> лг točki h normirani rešitvi. Med 
tenia in лг točki a normiranima rešitvama obstoja naslednja 

Najprej vzemimo slučaj, da je /3 =f= o. Koeficienti zgornje 
substitucije se izražajo na sledeči način 

linearna relacija • ,1 У л -i II > • 
C ) ':•' + D,Y,b 

A2 = Um p 
£ o dx x — ь + £ 

: Ya(b) 
A2D2 — S2C2 = - e ' 

„ , . , </ ) C2 = Lim \pI ; D2= Y,a(b) 
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V slučaju /J = O se A» in C, ravno tako izražata kakor zgoraj, 
le formuli za B2 in D2 tedaj nimata smisla. 

Kvoeient та zavisi torej na sledeči način od kvocienta ть 
v točki b normiranih rešitev 

ra je reelen na intervalu (b, n). na intervalu (b, c) pa ima 
vrtilni faktor el'nl. Kadar gre x od b proti c. opiše та lok 6c 
na krogu K. (si. 5). Točka 

opiše cel krog K, ko opiše г celo reel no os. Končno je treba 
dobiti še sliko intervala (c, e j . V ta namen izrazimo та s 
kvocientom rc v točki с normiranih rešitev, ki je reelen na 
intervalu (e1, c). Naj bo 

L i - M L p _ M N = 1 _ _ 
NTc + P 

L, M. N. P so subsititucijski koeficienti, ki so vobče kom-
pleksni. Stranico сег opiše ra, kadar gre r, od rc (c) — 0 do тс (ej. 
Problem zahteva, da leži stranica ci\ na reelni osi. Torej mora 
biti substitucija (*) takšna, da odgovarja reelni osi spet reelna 
os. Lahko pa se je prepričati, da odgovarja zgornji polovici 
ravnine r„ spodnja polovica ravnine rc in narobe. Če se nam-
reč giblje točka %c po reelni osi v eno smer. se premika r„ 
v nasprotno smer. Odtod sledi, ker je determinanta koefici-
entov 1, da morajo biti vsi koeficienti čisto imaginarni. Zaradi 
tega veljajo naslednje enačbe 

L + 1 = 0 . M + M = 0\ (4) 

N+N=0 , P+ P = 0\ 

Od teh štirih enačb so samo tri neodvisne, ker je siibsiitucijska 
determinanta 1. To so potrebni in zadostni pogoji za rešitev 
problema. 

Y splošnem so tri izmed zgornjih enačb res neodvisne. 
V našem primeru pa sta samo dve neodvisni in to zaradi tega, 
ker je izpolnjen prvi pogoj m = oo. Sedaj leži namreč stra-
nica CCi vobče na krogu, ki se dotika reelne osi v točki et. 
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Slika 6. 

K r o g , n a k a t e r e m leži s t r a n i c a cc}, op i še t o č k a 

LT+M Ta = 1 , Nr. -f- P 
ko opiše T celo reelno os. T a krog se v točki t\ d o t i k a reelne 
osi in tvori z n j o kot л v s led n a s p r o t n e u smer j enos t i . 

N a j bo z —z (t) a n a l i t i č n a f u n k c i j a s p r e m e n l j i v k e t, ki 
j e d e f i n i r a n a v okolici reelne osi r a v n i n e t. Ree lni osi odgo-
v a r j a n e k a k r i v u l j a v r a v n i n i z in v p r a š a n j e j e p o kotu, k i 
g a o k l e p a t a n g e n t a v točki z = z (t0) s poz i t ivno s m e r j o 
reelne osi. T a kot se dobi n a s ledeči nač in . F u n k c i j o z raz-
s t a v i m o v reelno in i m a g i n a r n o komponento . E n a č b a k r i v u l j e 

S e 0 l a s i .v = v (t), у = у (t)- z = x + iy 

S m e r n a koe f i c i en ta s ta p r o p o r c i o n a l n a x in у in s icer j e 

\г\ Vxt+y» |2j 
k j e r p o m e n i в kot , ki g a o k l e p a t a n g e n t a s poz i t ivno s m e r j o 
a b s c i s n e osi. O d t o d sledi 

Ш a i • i л л -j- iy z e = cos в 1 sin 0 = =-— 
J z\ \z\ 

Z g o r n j a e n a č b a se d a t a k o p o v e d a t i z b e s e d a m i : A k o o k l e p a 
t a n g e n t a na k r i v u l j o z = z (t) v k a k š n i točki kot © s poz i t ivno 
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smerjo abscisne osi, je vrtilni faktor odvoda z v dotični točki 
enak e . 

V zgornjem primeru je vrtilni faktor odvoda ^ v točki et 

enak e"\ Ta odvod se glasi 
dta 1 

dx (NT-\-P)* 

Vrtilni faktor pa je, ker je т reelen, 
Nt + P 
/Vt + P" 

Po prejšnjem mora biti za т=тс (ег)= г, 

— = e n i = - 1 al i (N -f N) г, + P + P = 0. iVui P < т ^ i г -Г 

Iz te enačbe se dobi za t, , če ni istočasno N+N = 0 in 
P + P = 0, naslednjo vrednost 

— _ P + P 
N+N 

Točka t4 pa leži poleg tega tudi na reelni osi. Če se torej 
postavi v enačbo (*) za T zgornjo vrednost, je % a reelen. 
Odtod pa sledi, da je 

Щ + N^UP+P) _ 
PN— PN 

reelno število. Ker je imenovalec čisto imaginaren, je tudi 
števec in velja zaradi tega naslednja relacija 

( Z . + ŽT) (P-\-P)-~ (M + M){N+N) = 0 . . . . (5) 

Ta relacija je izpolnjena tudi, če je imenovalec nič, kajti, 
če bi števec ne bil nič, je га(ег) neskončen in slika inter-
vala (сег) je premica s kotom л proti reelni osi. У tem slučaju 
bi bila enačba (N + N) t, + (P + P) = o pri vsakem т izpol-
njena, tako da bi bilo N + N = 0 in P + P = 0. 

Izmed štirih enačb (4) ostaneta tedaj samo dve neodvisni. 
Ker pa je prvemu pogoju ustreženo, je ostal prav za prav 
samo en parameter na razpolago. Drugi je namreč s prvim 
natančno določen. Zato je mogoče neposredno ustreči samo 
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eni teh enačb. Izbrati si hočemo drugo izmed enačb (4). ki 
se glasi 

M M n . . . . (4*) 

Pozneje se bo izkazalo, da je tej enačbi vedno mogoče 
ustreči in to še na neskončno mnogo načinov. Sedaj pa je 
važno raziskovati, kaj se da povedati glede peterokotnika, če 
je zgornja enačba izpolnjena. 

Najprej sledi iz enačbe (5), da je 
(L + L) (P + ~P) = o 

Sedaj nastaneta dve možnosti, ali je prvi faktor enak nič, 
ali pa drugi. 

1. Naj bo 
L + L = o . . . . (5*) 

Lega točke t\ je določena z enačbo (**). Ako se na desni 
strani te enačbe vpoštevata (4*) in (5й), se izkaže, da ima 
števec vrednost nič. Če je torej imenovalec od nič različen, 
je та (eJ = o in točka t\ se ujema s točko n. Če pa ima ime-
novalec vrednost nič. potem je prav lahko uvideti, da so 
izpolnjene vse štiri enačbe (4) in imamo rešitev problema. 

2. Sedaj pa je 
P + P=o . . . . (5**) 

V tem primeru se dobi za тл 

t \ P + P 
Ь = Гс (е,) = 

yv+ /V 
vrednost nič, če je imenovalec N+N od nič različen. Ker je 
tudi гc'(c) = o, se točka e, ujema s točko с in stranica cc, 
opiše najmanj enkrat cel krog. Če pa ima tudi imenovalec 
vrednost nič, so zopet izpolnjene vse štiri enačbe (4) in nastopi 
rešitev problema. 

Rezultat te raziskave je v kratkem naslednji. Če je enačba 
(4") izpolnjena, so v celoti tri možnosti. Lahko je peterokotnik 
takšen, da se točka е., ujema s točko с ali pa s točko а. V 
primeru pa, da ne nastopa nobeden izmed pravkar navedenih 
slučajev, leži stranica ce, na reelni osi in imamo rešitev 
problema. 
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Enačba (4") še ni prikladna za mi daljna razmotri vanja 
in jo je zaradi tega treba pretvoriti. Najprej moramo dobiti 
vrednosti koeficientov L, M. A' in P. Normirani rešitvi v b 
naj se na sledeči način izražata z normiranima v с 

Yib = A?. Yic -f- Вз Yic . . . . (t 11 
Y*b = С, Yic 4- Ds Yc 

Koeficienti A», Bs. Cr, in D3 se izračunajo na prav sličen način 
kakor prej A,. B, . . . Razlika je samo v tem. da leži točka с 
v neskončnosti. Zaradi tega ima Y u na intervalu (b. c) vrtilni 

'"ni faktor e ' " , ! -< pa e 7 я . Determinanta koeficentov je 

Л, D — П. ( = — + + 
Enačba (f) dobi seda i obliko 

Л ть -f В (А , Л -f- В, G) T с + Л, В + В. Di 
•Та • • • (f f t) 

C, m + l) (С Л : IhG) r + C% B, + Di D 
Koeficientov A,A3 + B2 C:!. . . . še ne moremo vzeti kot L. 
M. N in P. ker determinanta nima vrednosti /. ampak 
efa + ; '+y + y ("e p a s e diviclira vse koeficiente te substi-

fa + <i + y' + y") f 
tucije z e . potem ima determinanta vrednost 
/. Enačba (4*) se tedaj glasi 

Л I 
-fa+P+y'+y"JT - +fa + ,U-y'+y"JT (A^Bg + B2 D3)e +(A2B,+B2D3)e =0. 

Kakor je razvidno iz enačbe (ft), imata B. in D. vrtilna 
faktorja e^ oziroma e'' Prav tako sledi iz izraba ve 
koeficientov A« in B,. da imata vrtilni faktor e'n l . Torej je 

Л 2 = B„_ _ lani Вз = g 2 fa + y"Jni D i = g 2 у "ni 
/L ~ /i, ~~ ' в.. . A 

Če se to vpošteva v zgornji enačbi, se reducira na obliko 
— f a ^ r t i - Y y " J n i n 

АгВ.,е cos (a - f- /3 - у) V + 

— fa-j-у "J я i n 

-j- B2 D z e cos (— a -f /? -f y) Y = 0. 
jg 

Vrednost za — se dobi iz enačbe (t), če se postavi .v = a. 
A. 

Ker je Ta (a) = 0. sledi 
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A, r„ (a) + B2 = 0 ali - 2 = — %b (a). 
A2 

В 
Slično se dobi iz enačbe (ft) za - a- vrednost i>, (c). Če to 

A 
upoštevamo, dobi enačba (4*) končno obliko 

f ^ c o s + 
-b&W lib(c) 

Za veljavnost izpeljave te enačbe je potrebno, da sta a in у 
ocl nič različna. Vendar pa je enačba (6) tudi v teh primerih 
veljavna. O tem se je možno prepričati na ta način, da se vsa 
zgornja razmotrivanja izpelje za slučaj a = o, oziroma у = o. 
Uvideti pa se da to še na drug način. Enačbo (6) je namreč 
možno dobiti geometričnim potom. V ta namen preslikajmo 
zgornjo polovico ravnine .v s xb. Če je problem rešen, dobimo 
naslednjo sliko: 

C 

Dolžina stranice at) je xb (a), stranica k pa e l3Tr\b(c). Ako 
zvežemo točko o s e , dobimo premočrten trikotnik, čigar kota 

pri a in с sta {l + a — p — y)~ in (2 — a — p Q stavku 
o sinusih je 

afi sin a + = bc sin (l — a — P + y)~ 

ali po prejšnjem 

Tb (a) cos ( - a + p + y)f = %b (c) e ~ ^ cos (a + _ 
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To pa je enačba (6). ki vel ja torej tudi za primer, če je kot 
pri a ali pri с enak nič. 

Preostane še slučaj fi = 0. Vsa prejšnja analiza se nič ne 
spremeni vse do enačbe (4*). ki se tudi sedaj prav tako glasi 
kakor prej. Šele od tu naprej nastopijo spremembe. Koeficienta 
A„ in В2 imata tudi tukaj vrtilni faktor ea'Tl. D:, pa ravno 
tako e' . fz enačbe (f) se tudi sedaj dobi 

B,, 
A, 

= — t ь ( a ) 

Kvocient гь =Yib : } чь je reelen na intervalu (a, b) in ima 
v okolici točke b obliko 

log (x — b) + P(x — b) 

kjer pomeni P (x — b) potenčno vrsto, g pa je pozitiven faktor, 
ki je tako določen, da je 

, . , , d Yi ь Lun \p\ 
dx x = b + а 

Na intervalu (b. c) pa je ть kompleksen z imaginarno kom-
ponento nig in je zaradi tega 

гь — Ti, — 2 ni(>. 

Odtod sledi 
, \ Bo B« ,, Xb c) = - - - = 2nlQ. 

D, D3 

Če se to upošteva v enačbi (4"). dobi ta obliko 
ni 

, ,7X . (}' — <*)T cos (cc — — ni (d e 

Ker je imaginarna komponenta kvocienta — enaka ngi, je 
В — •—nqi reci no število. Če se še postavi v zgornjo enačbo 

Bs _ Г.» (c) . B"-_ = Y'4«) 
Ds Угь (c) A 2 Y%b (a) 

se dobi naslednjo enačbo 

, ВЛ 
\ A f Dt ) 

Yib (c) — not 
_ Yib (c) Yb (a) 
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Га enačba nadomešča v slučaju /i = o enačbo (6). Tudi to 
enačbo je možno dobiti geometričnim potom in sicer na sličen 
način kakor prej. Če je a ali pa у enak nič, (6*) prav tako 
velja. 

4. 
V diferencialni enačbi (1*) naj se spreminjata parametra 

X in /t tako, da je prvi pogoj A = 0. oziroma C = 0 za 
fi = £2 = 0. izpolnjen in da ima pri tem Y*e, v notranjosti 
intervala (e... e j ravno z ničel. Sedaj nastane vprašanje, ali 
je možno X in /t v skladu s tem pogojem tak« določiti, da je 
izpolnjena tudi enačba (6). oziroma (6*). V naslednjem se bo 
izkazalo, da je to vedno mogoče in sicer še na neskončno 
mnogo načinov. Ker pa ne da vsaka teh vrednosti rešitve, je 
treba iz (e množice parametrov izbrati one, ki dajo res rešitev 
problema. 

Zaradi krajše pisave postavimo 

1 \b(a) , . P^' Yib (c) —— = l in e — = n 
Yib (a) Y-ib (c) 

Če je /i = o. naj bo 
Y-'Л (с) 

L-L П д 1 = = п 

Yib (с) 
En ačbi (6) in (6*) dobita sedaj obliko 

I cos (—a + /3-f- y)-f- = n cos (« + — у)т~ (6) 

n—l = nqtg(a~y)f- (6*) 
Najprej je treba preiskovati, kako se spreminjata l in n, če 
se parametra Я in и spreminjata v skladu s prvim pogojem. 
Funkcija 

Yia= Ai Yib Bi Ytb 
je taka rešitev diferencialne enačbe (1*). ki ima v točki a 
vrednost nič. Naj bosta Я, ,« in X + ДЯ, и + Дм dva para 
parametrov, za katere je prvemu pogoju ustreženo, sicer pa 
pol jubna. К X, f.i naj pripada jo Y;i,. Тгь in Л*. B2. к Я + ДЯ, 

,u + Д/< pa Y< ь , Y,b in Aa , В j . Potem zadoščata Y.„ in 

> i а = А: ) i h -f- В: i b 
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diferencialni enačbi (1"), če sc da parametroma enkrat vred-
nost А, n. drugič pa A + ДА. и + А и. Ако se postavi v enačbo 

(2) za у = It a , za r/ pa Y-^ase dobi 

ЛЛ/л)(/ — /(л)) = AiJ i>; r , a Г / f Г.« Г.(«я(х)<*х PI Y 1a Г 
ft ft 

Ker se Я in /t spreminjata samo v skladu s prvim pogojem, 

j e " — > 0 . Funkciji in %(x) sta na intervalu (b. o) obe 
Л/J, 

negativni in \ m ter Y ̂  a se malo razlikujeta med seboj, če 
sta ДА in Д/; ma jhna. Ker ima jo A-. А>(Л) in Yia, Yi a vrtilni 
faktor eanl. moramo zgornjo enačbo clividirati z e °'7'. Potom 
je desna stran reelna in ima nasproten predznak kakor Д,н. 

Ker je tudi AiA-i^e pozitiven faktor, sledi odtod, da 
/ narašča, če se A in « večata., narobe pa pada. Obenem se 
/ z A in fi zvezno spreminja, če je končen. V nasprotnem pri-
meru se 1 :1 zvezno spreminja. Zgornja enačba velja neiz-
premenjena za slučaj, če je (j = o ali у = o. Samo v zadnjem 
primeru je treba izhajati iz rešitve 1-я. 

Na popolnoma sličen način se dokaže, da n pada. če se 
parametra A in и večata in narobe. Pri nastopajočih integralih 
neskončnost meje integralov ne moti. 

Najprej vzemimo slučaj, da se spreminjata A in /< tako, 
da je prvi pogoj izpolnjen in nima pri tem nobene ničle 
v notranjosti intervala (e2, e,). Torej je x~0. 

Določimo parametra A in /i tako velika negativna, da je 
koeficient pri у na desni strani enačbe (1*) na intervalu (b, a) 
povsod pozitiven. Take vrednosti parametrov je vedno možno 
dobiti. Regularna rešitev v točki b. namreč Y*b\ ima v h 

vrednost 1 in Lim \p\ ^ ^ 
d-X 

= 0. Iz diferencialne enačbe 
-V — b + e 
d Yib sledi, ker je odvod za \p\ na intervalu (b, a) pozitiven, 1 1 dx 

dY-b v v _ dYib 
da \p\ narašča, č^ gre .v ocl b proti a. Torej je \p\ — 

dx dx 
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na intervalu (b, a) pozitiven in isto velja zaradi \p\> 0 za 
сЖ „ 
——. Odtod pa dalje sledi, da tudi Y-.ь na intervalu (b, a) 

CLJC 
narašča. Prav isto velja za Yxb. Torej je 

Yit (a) > 0, Y'~b (a) > 0, ali / > 0. 

Če se parametra l in /t od začetnih vrednosti manjšata, 
se / manjša, ostane pa vedno pozitiven. Koeficent pri у v 
enačbi (1*) ostane namreč pozitiven in je zaradi tega 1 > o. 
Kad ar pa se parametra večata, / narašča. Treba je še dognati, 
ali raste l preko vsake meje, če sta Л in /f dovolj velika. Naj 
se parametra večata od začetnih vrednosti! Prišel bo trenutek, 
ko koeficient pri у na desni strani enačbe (1*) ne bo več 
povsod na intervalu (b, a) pozitiven, ampak tudi že negativen. 
Ce je ta koeficient dovolj velik negativen, ima gotovo Y*i> 
ničle na intervalu (b.a). Torej je Y*ъ (a)= 0 pri gotovi vred-
nosti parametrov, medtem ko nima na intervalu (b, a) še 
nobene ničle. Tedaj pa je / = со jn Го je povsod na inter-
valu (b, a) pozitiven, razen v začetni točki. 

Nastane vprašanje, kakšno obliko ima peterokotnik, ko 
doseže / prvikrat vrednost oo. Če se preslika zgornja polovica 
ravnine ,v sr» = Yib • Ytb • leži slika intervala (b, a) na reelni 
osi ravnine r in sicer leži točki a odgovarjajoča točka v ne-
skončnosti. Zaradi tega pa leži tudi slika intervala (a e j na 
premici. Ker peterokotnik nima v svoji notranjosti razvejišča. 
mora imeti obliko, kakor jo kaže slika S. Točka e, leži na 
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podaljšku stranice at\, stranica ce, pa leži na krogu Ku ki 
> 

se v točki l'i dotika premice aei. To sledi odtod, ker je prvi 
pogoj izpolnjen. Prav lahko se je nadalje prepričati, da stra-
nica ft с ne opiše niti enkrat cele premice, ampak je le končna 
daljica. Isto velja za сег in e.fl. Ker je nadalje x = 0 in nima 

е.. na intervalu (e2, et) nobene ničle, tudi stranica e2ei ne 
more opisati celega kroga K. 

Če je f) + у — a — 1, dobimo že kar rešitev problema. Kajti 
v tem primeru leži stranica etc na podaljšku stranice Cifl. 
Kadar pa je /3 + у—а ф 1. leži stranica C3 C na krogu Ku ki 
kaže konveksno stran v notranjost peterokotnika. kadar je 
/? + у — a < 1 in narobe, kadar je + у — a > 1. 

Iz slike je razvidno, da je tedaj, ko ima / prvič vrednost oo. 

n = e ' ^ 'b ^ > o in. da nimata Ya, in Y-гь še nobene ničle 
Y>b (c) 

na intervalu (b, c). Vzemimo najprej slučaj, da je 

— a + f} + y<l in a + P — y <1. 

Tedaj je 

cos (— a -(-/3-f- y)-j- > 0 in cos (a -j- /3 — y)^~>0 

Če se parametra X in [л manjšata od tistih vrednosti, za 
katere je bilo prvič I = со, postane / pozitiven in se manjša. 
n je bil v začetku tudi pozitiven in sedaj narašča. Preden 
doseže n vrednost oo- je enkrat, pa samo enkrat izpolnjena 
relacija 

/ сое ( — a -)- /? + y)Y = n cos {a-{-§ — y) f-

V začetku je namreč leva stran oo, potem pa postane 
pozitivna in se manjša. Desna stran pa je v začetku pozitivna 
in narašča čez vse meje, kadar gresta Я in и proti takim 
vrednostim, za katere je prvič n = oo. Med začetnim in 
končnim parom parametrov se torej nahaja samo en par, pri 
katerem je zgornja relacija izpolnjena. Lahko se je prepričati, 
da da ta par res rešitev problema. Kajti v nasprotnem primeru 
obstojata dve možnosti, ali se ujema točka e, s točko a ali 
pa s točko с. V prvem primeru bi dobili peterokotnik. kakor 

3 33 



ga kaže slika 9. v drugem primeru pa slika 10. Niti prvi niti 
drugi peterokotnik pa ni možen, ker bi moral imeti v svoji 
notranjosti razve jišče. 

Zaradi tega ostane samo še tretja možnost, da ležita 
stranici ae2 in cej na istem krogu in je peterokotnik takšen, 
kakor ga zahteva problem (slika 7). 

Razen te rešitve, ki je tako imenovani osnovni teorem, 
pa ne eksistira nobena rešitev več pri x = 0. Pač pa je 
enačba (6) izpolnjena še pri neskončno mnogo vrednostih 
parametrov X in /i. To je razvidno iz naslednjega razmo-
trivanja. 
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Parametra naj se najprej večata od tistih vrednosti, pri 
katerih je bi! osnovni teorem. Tedaj je bilo l > o in n > o. 
У ь ni imel niti na intervalu (b, a), niti na intervalu (b, c) 
še nobene ničle, Sedaj se l veča, n pa manjša in ostane vedno 
pozitiven. Ko doseže 1 vrednost со, preskoči potem v — со 
in zavzame potem vsako vrednost neskončno mnogokrat. 
Torej je tudi neskončno mnogokrat izpolnjena enačba (6). 
Posamezne vrednosti parametrov, za katere je tej enačbi 
ustreženo, so karakterizirane s številom ničel, ki jih ima Y*b 
na intervalu (b, a), če je to število predpisano, se dobi samo 
ena vrednost parametrov A in /л. V začetku je bila enačba (6) 
izpolnjena in 1' u, ni imel tedaj nobene ničle. У tem primeru 
se je res dobila rešitev problema. Kadar pa ima Г*г> kakšno 
ničlo na intervalu (b, a j, ne dobimo rešitve problema, ampak 
se točka e± ujema s c. Peterokotnik ima obliko, kakor jo kaže 
slika 11*), če se vzame, da ima Г>г> eno ničlo na intervalu 

(b, a). Stranica, ki odgovarja temu intervalu, opiše enkrat 
cclo reelno os in še daljico lui zraven. Če bi imel več 
ničel na intervalu, bi odgovarjajoča stranica tudi tolikokrat 
opisala celo reelno os, kolikor ničel ima Y*b , stranica ci\ pa 

*) Na slikah so zaradi preglednosti črte, ki se krijejo pa leže na 
ra/ličnih listih Riemannove ploskve, načrtane nekoliko premaknjene. 

35 



tudi tolikokrat krog A"„ ae2 sicer v točki e, tangira a t , ki je 
tu krog Ku ne ležita pa ne, in ct\ na istem krogu, zato tu 
nimamo rešitve, 

Če pa se parametra od začetnih vrednosti manjšata, raste 
n, l se manjša in ostane vedno pozitiven. Sedaj zavzame n 
vsako vrednost neskončno mnogokrat in je tudi enačba (6) 
še pri neskončno mnogo parih parametrov izpolnjena. Tu so 
karakterizirane posamezne vrednosti parametrov s številom 
ničel ki jih ima Y-ь na intervalu (b. c). Tudi sedaj ne dobimo 
več nobene rešitve problema, ker se namreč točka C, ujema 
s točko a. Kadar ima Yu, na intervalu (b. c) eno ničlo, ima 
peterokotnik naslednjo obliko: 

Slika 12 

Doslej smo imeli a + /3 — у < 1 in — a + p + y < l . Ti dve 
neenačbi sta vedno izpolnjeni, če je a + 8 + у < to se pravi, 
da ima trikotnik afo reelen ortogonalen krog, ali pa če je 
a + p' + } '> 1 in je ortogonalni krog imaginaren. 

Sedaj pa naj bo na primer —a+P + y> 1. Potem je 
c o s ( _ a + /j + v) " < 0. У začetku sta bila Я in и tako določena, 
da je bilo prvič Z = oo. Tedaj je bilo Y->b (a) = Om n>0. 
Če se parametra večata, postane / negativen in narašča, n pa 
pada in ostane pozitiven. Ravno tako kakor zgoraj se uvidi, 
da eksistira neskončno mnogo parov parametrov, pri katerih 
je enačba (6) izpolnjena. Vendar pa bi bilo tukaj možno, 
da bi se med dvema zaporednima paroma parametrov, za 
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katere je l = oo, nahajalo več vrednosti parametrov, ki ustre-
zajo enačbi (6). Ker je namreč n vedno pozitiven, mora biti 

/ negativen. Tedaj pa je produkt I cos (—a + /3 + y) f-pozi-
tiven in se manjša, če parametra rasteta. Ker gre ta produkt 
skozi vrednost nič, mora biti vsaj enkrat enak 

n cos (« -)- /3 — y)r. 

Ni pa odtod razvidna enoličnost. 
Kadar ima Y>b eno ničlo na intervalu (b, aj, dobimo res 

rešitev problema, namreč osnovni teorem (slika 13). drugače 
pa so peterokotniki slični kakor na sliki 11. 

с Af 

V - < 

Slika 15 

Če se parametra od začetnih vrednosti manjšata, je tudi 
enačba (6) neskončnokrat izpolnjena. Nikdar pa se ne dobi 
rešitve problema, ampak imajo peterokotniki »lično obliko 
kakor na sliki 12. 

Prav isto velja za primer, če je — « + /J + у > 1-
Preostane nam še slučaj, da je /3 = o. Sedaj je treba 

parametra X in и tako določiti, da je izpolnjena enačba (6*). 
Tako kakor prej določimo najprej tiste vrednosti parametrov, 
za katere je prvič 1= oo. S sličnim razmotrivanjem kakor 
zgoraj se dobi, da nima tedaj Y<n, nobene ničle na inter-
valu (b, c). Tudi tukaj eksistira neskončna množica para-
metrov X in fi, pri katerih je enačba (6*) izpolnjena. Rešitev 
problema se dobi tedaj, če se parametra od začetnih vred-
nosti manjšata, dokler ni enačba (6*) izpolnjena. Pripadajoči 
peterokotnik kaže slika 14. 
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Slika 14 

Drugače pa se dobijo le peterokotniki, ki so podobni onim 
na sliki 11, oziroma na sliki 12. 

Torej se dobi v primeru x=o samo ena rešitev problema, 
namreč osnovni teorem, tudi tedaj, kadar je p = o. 

5. 
Doslej ni imel Y n a intervalu (e2. ег) nobene ničle, razen 

na koncu v točki et. V vsakem primeru smo dobili vsa j eno 
rešitev problema, namreč osnovni teorem. 

Sedaj pa naj ima Y*e, na intervalu (e... e j razen v točki e, 
še nadaljnih к ničel. Tukaj se parametra A in /t spreminjata 
v skladu s prvim pogojem tako, da ima Y-e,, na intervalu 
(е.,, ег) vedno и ničel. Parametra se zopet ali oba istočasno 
večata, ali pa oba manjšata in če se eden zvezno spreminja, 
se prav tako drugi. 

Zopet določimo najprej tiste vrednosti parametrov, za ka-
tere je / = oo in nima še nobene ničle na intervalu (b, a) 
razen v točki a. S sličnim razmotrivanjem kakor pri % — 0 
se dobi. da mora imeti peterokotnik obliko, kakor jo kaže 
slika 15, kjer je x = 

Peterokotnik se vije okrog kroga K skozi я + 1 listov. Iz 
zgornje slike je razvidno, da ima pri teh vrednostih para-
metrov Y.,b na intervalu (b, с) ravno z ničel in da je n > o. 
Točka Cj leži na premici e2d, ker je prvi pogoj izpolnjen in 
krog 'Kj se dotika premice e2a v točki et. 
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Zopet vzemimo najprej slučaj, da je a + /S — у < 1 in 
— a + /3 + y < l . Leva stran v enačbi (6) ima v začetku 
vrednost oo, desna pa ima neko pozitivno vrednost. Pri tem 
7i narašča in gre skozi vsako vrednost do + со. če se Я in // 
manjšata proti takim vrednostim, za katere je Yib(c) - 0. 
Zaradi tega je enačba (6) izpolnjena, ko nima Yib 1 na inter-
valu (b, a) nobene ničle, na intervalu (b. c) pa ravno x ničel. 
Te vrednosti parametrov dajo res rešitev problema. Za x = 1 
nam kaže pripadajoči peterokotnik slika 16. 

Kadar je a + /j + у < 1, eksistira h krožnemu trikotniku 
abc reelen ortogonalen krog in stranica bc ga seče 2 v,- krat, 
stranica ab pa ga sploh ne seče. 

Parametra Я in м naj sedaj od tistih vrednosti, za katere 
je bilo prvikrat l = oo. zrasteta do onih vrednosti, ko je 
drugič / = oo. Tedaj ima Y°-b razen v točki a še eno ničlo 
na intervalu (b. a). Odgovarjajoči peterokotnik je prav tak-
šen kakor na sliki 15, le da se stranica ba enkrat ovije okoli 
cele reelne osi. stranica bc pa samo x — i-krat. Pri tem 
ima T i na intervalu (b, c) x—l ničel, n je pozitiven. V pni 
začetku je bilo tudi n > o. Ker se n=e Г>ь (с): Y-.ь (с) 
manjša in je imel Т-ь v začetku z ničel na intervalu (b, c), 
na koncu pa jih ima le и — 1, je šel n enkrat skozi vred-
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nost oo. Med začetnimi vrednostmi parametrov in vrednostmi, 
pri katerih je n = oo, eksistira en, pa samo en par para-
metrov, pri katerem je enačba (6) izpolnjena. У začetku ima 
namreč leva stran vrednost — oo, desna je pozitivna, na 
koncu pa ima desna stran vrednost — oo. Tu se res dobi 
rešitev problema in je peterokotnik naslednji ( x = /). 
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Na tej sliki je a + (i + y<l. Če bi bilo a + /i + у > /, bi 
ležali točki a in с па levi strani točke 5. 

Pri sedanji rešitvi ima Y ib eno ničlo na intervalu (b, a) 
in z ničel na intervalu (b. c). Na obeli intervalih skupaj ima 
torej 7, + / ničel. Pri prvi rešitvi pa je imel Y*s le x ničel 
na obeh intervalih. Tudi struktura peterokotnika na sliki 17 
je precej drugačna kakor na sliki 16. 

Med tistima paroma parametrov, za katere je n = oo in 
ko zavzame / drugič vrednost oo. eksistira zopet en sam par 
paramentov, pri katerem je enačba (6) izpolnjena. Tudi ta 
par parametrov da rešitev problema. Sedaj ima }'•»;> na inter-
valu (b, n) eno ničlo, na intervalu (b. c) pa z — / ničel. Na 
obeh intervalih skupaj ima torej Y*b zopet z ničel. Pripa-
dajoči peterokotnik je podoben onemu na sliki 16. samo 
stranica trn se ovija okoli cele reelne osi. Če je a + /j + у < /. 
seče stranica bc 2x— 2-krat ortogonalni krog. stranica Ba pa 
dvakrat. 

Če se parametra večata do tedaj, ko je tretjič l = oo, 
gresta zopet dvakrat skozi vrednosti, pri katerih je enačba 
(6) izpolnjena. Zopet se dobita dve rešitvi problema, prvič 
je peterokotnik takšnega tipa kot na sliki 17. drugič pa je 
takšen kot na sliki 16, samo stranica bc seče ortogonalni 
krog 2 x — 4-krat, stranica ba pa štirikrat. 

To se nadaljuje tako dolgo, da ima Y*b razen v točki a 
še x ničel na intervalu (b, a). Tedaj je n pozitiven in Y*b 
nima na intervalu (b. c) nobene ničle več. Med dvema zapo-
rednima paroma vrednosti parametrov, za katere je 1 = oo, 
eksistirata vedno po dve rešitvi problema. Na ta način se 
dobi vsega skupaj 2.x + 1 rešitev. Med temi je x + 1 takih 
rešitev, ki odgovarjajo sliki 16 in ima Yib na intervalih 
(b, a) in (b. c) .skupaj x ničel. Nadaljnih x rešitev odgo-
varja sliki 17 in ima Y*b na obeh intervalih z + / ničel. 
Če je število ničel, ki jih mora imeti Y*b na intervalu (b, a) 
in število, ki jih mora imeti na intervalu (b. c). predpisano, 
sta parametra enolično določena. Predpis teh dveh števil 
pa ni popolnoma poljuben, ampak mora biti njihova vsota 
x ali pa и + 1. 
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Ko rasteta parametra še naprej, je enačba (6) še ne-
skončno mnogokrat izpolnjena, toda nikdar več se ne dobi 
rešitve problema, л se manjša, ostane pa vedno pozitiven. 
Posamezni slučaji, ko je enačba (6) izpolnjena, so karak-
terizirani s številom ničel, ki jih ima Y*b na intervalu (b, a). 
To število je vedno večje od Na intervalu (b, c) pa nima 
Y-.ь nobene ničle. V odgovarjajočih peretorokotnikih se vedno 
ujema točka c, s c. Primer takega peterokotnika za x = / 
kaže slika 18. 

I udi če se parametra manjšata od tistih vrednosti, za 
katere je bila prvikrat enačba (6) izpolnjena, se ne dobi več 
nobene rešitve problema. Enačbi (6) je sicer še neskončno 
mnogokrat ustreženo in se sedaj ločijo posamezni slučaji 
po številu ničel, ki jih ima Y'*b na intervalu (b, c), toda 
vedno se ujema točka ex s točko a. Peterokotniki so slični 
onim na sliki 12, ko je bilo x — 0. 

Slučaj, če je ft = o, ne dela prav nobenih posebnih težav 
in se obdela ravno tako kot drugi slučaji. Tudi v tem primeru 
se dobi natančno 2x+ 1 rešitev. Isto velja, če je kak drug 
kot enak nič. 

Preostane še slučaj, ko je ali a -)- — у > U ali pa 
— n + ft + у > 1. Tu pa se mi ni posrečilo nič splošnega 
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ugotoviti. To se pa da dokazati, da vsaj ena rešitev res 
eksistira pri vsakem a. 

Doslej smo upodobili le zgornjo polovico ravnine x s kvo-
cientom г. Sliko cele ravnine x, ki je razrezana po reelni 
osi od e. do ex in od a preko b do с = oo, se dobi, če se 
zrcali peterokotnik okoli stranice сег ali pa ae2. Na ta način 
se dobi dvakrat sovisen lik, ki je v bistvu krožni četvero-
kotnik. iz katerega je izrezan krožni dvokotnik. Kot oscila-
cijsko število smo definirali ono število, ki nam pove, skozi 
koliko listov se vije ta lik v neposredni bližini stranic 
dvokotnika. 

Kadar ima razen ničle v točki ел še nadaljnih и ničel 
na intervalu (e2. ej. opiše r« , kadar gre točka ..v od e2 do e, 
krog K (slika 5) и.-kral in še lok e2e. Prav lahko se pa da 
uvideti, če se zrcali peterokotnik okoli stranice ae2, da se vije 
lik, ki odgovarja celi ravnini л-, v neposredni bližini dvo-
kotnika skozi 2.У.+1 listov. To je oscilacijsko število v tem 
primeru in je torej vedno liho. Ker pa je tedaj, ko ima Уге, 
na intervalu (e,. ej v. ničel, tudi 2 x + l rešitev problema, 
sledi odtod, da je pri danem oscilacijskem številu 2-/.+ 1 
ravno 2 y, + / rešitev problema. 





KLEINSCHE THEOREME IN DER THEORIE 
DER LINEAREN DIFFERENTIALGLE [CHUNGEN 





Die allgemeine lineare Differentialgleichung cler zweiten 
Ordnung vom Fuchsschen Typus mit n singularen Punkten 
hangt ausser den Exponenten in den einzelnen singularen 
Punkten noch von n — 5 willkiirlichen Konstanten, den so-
genanten akzessorischen Parametern, ab. Uber die Festlegung 
dieser Konstanten hat Klein die folgende Frage gestellt: 1st 
es moglicli iiber die akzesorischen Parameter in cler Diffe-
rentialgleichung derart zu verfiigen, dass der Quotient zweier 
unabhangiger Losungen der Differentialgleichung gewisse 
besondere in voraus vorgeschriebene Eigenschaf'ten besitzt. 
Dieses Problem steht in enger Beziehung zur Theorie der 
eindeutigen automorphen Funktionen. 

D i e K l e i n s c h e F r a g e s t e l l u n g ist sehr a l lgemeiner N a t u r . 
E i n e t w a s engeres , a b e r noch i m m e r sehr u m f a s s e n d e s Pro-
b l e m f o r m u l i e r e ich f o l g e n d e r m a s s e n : Al le s i n g u l a r e n P u n k t e 
der- D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g teile m a n in einige G r u p p e n ein. 
mindes tens zwe i in j e d e d ieser G r u p p e n . S a m m t l i c h e P u n k t e , 
d ie m a n in eine d ieser G r u p p e n g e n o m m e n hat , v e r b i n d e m a n 
n a c h einer fe s tgesetz ten R e i h e n f o l g e vom ersten bis z u m 
letzten mit einer K u r v e . D i e s hat mit a l ien P u n k t - G r u p p e n 
so zu geschehen. d a s s die einzelnen K u r v e n w e d e r selbst 
noch u n t e r e i n a n d e r s ich schneiden. E n t l a n g jeder dieser K u r -
ven d e n k e m a n sich d ie E b e n e der u n a b h a n g i g e n Y a r i a b l e n ,v 
aufgeischnitten. D i e F r a g e ist j e tz t die fo lgende : 1st es 
mogl ich d u r c h gee ignete B e s t i m m u n g der akzes sor i s chen Pa-
r a m e t e r zu erreichen, d a s s der Q u o t i e n t r zweier unabhan-
giger L o s u n g e n der D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g in der zerschnit-
tenen E b e n e e indeut ig w i r d unci d a s s d a b e i s amt l i che S u b -
st i tut ionen d e s Q u o t i e n t e n т. d ie den U m l a u f e n ties v um 
die e inzelnen s i n g u l a r e n P u n k t e , d ie derselben G r u p p e an-
gehoren, entsprechen. auch dense lhen Ivreis u n v e r a n d e r t lassen. 

W e n n die D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g f'iinf s ingular© P u n k t e 
hat . so ail)t es zwei akce s sor i s che P a r a m e t e r . M a n k a n n d a n n 
d a s P r o b l e m so stellen, class m a n zwei dieser f i inf P u n k t e 
zu einer G r u p p e , die i ibr igen drei in die a n d e r e G r u p p e a u f -
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nimmt. Es zeigt sich da. dass eine kosung nur dann erwartet 
werden kann, wenn die Exponenten jener zwei sigularen 
P nil kit-, bei deren Umlauf der Quotient r in sich zuriickkehrt. 
die eine cler folgenclen Gleichungen erfiillen: 

£, — f2 = ganze Zahl (Fall ]) 
fi + £2 = ganze Zahl (Fall II) 

Dabei sind c, und e3 die Exponentendifferenzien an der crsten 
und an der zweiten singularen Stelle. 

In der vorliegenden Untersuchung bearbeite ich eben 
dieses Problem unter der Voraussetzung, dass die singularen 
Stellen. sowie die Exponentendifferenzen reele Zahlen sind. 
Die Differentialgleichung lautet hier: 

^y 4. (±1L. I Jzh 4_ L l ? . ±-f>) d J , Tx' + Ttx+ 7; 
C.tx2^\x-e, ^ X-P„ ^ x-a r x-B ' tlx ^ (лг-е,) (x-e,) (x-a) (x-b) y K 

Die singularen Punkte sind hier ел. e2, a, b und с = 00. 
Dabei moge sein: 

et > e2 > a > b 

Z11 dies-en singularen Punk-ten gehoren der Reihe nach die 
Exponenten 

. o; £3, o: a. o: ft. о unci zu с = со die Exponenten y'.y" 
wobei die Gleichungen 

e 1 4- Ъ + «• + 1е + Г + y" = •> 
yy" = T 

У — y"= У-
gelt en, und es mogen noch fur die Exponentendifferenzen 
£,. £3, A. /J. У die iiblichen Beschrankungen 

о <£,<;/, о < £a < 1, о < cc < 1, 0 </?</, o<y< 1 
bestehen. Г, und T. sind die akzessorischen Parameter. 

Die Gleichungen 1 bezw. II ge-hen hier in 

e, - cg = 0 (Fall I*) 
е,+ва=0 (Fall II*) 

iiber und ich beschranke micli hier auf den Fall I. wobei 
£, = £ 3 ist. J11 der Theorie der eindeufigen automorphen Funk-
tionen ist dieser Fall der einzig auftrettende. Die Fbene ,v 
členke man sich liings cler reellen Achse zunachst zwischen 
e1 unci e.,. damn weiter von a iiber b nach с = ос aufge-
schnitten. 
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Es zeigt sich nun, das wenn die Glcichung Г". d. h. е, = e2 

besteht, es immer moglich ist, die akzessorischen Parameter 
Ii and T2 in der Differentialgleichung (1) derart zn bestim-
mcn. class der Quotient т in der aufgeschnitteiien Ebene eine 
eindeutige Funktion von л- wind. Dabei konnen a, у noch 
irgencl welche reelle Zahlen < t sein. Der Quotient т gibt 
von der aufgesehnittenen Ebene x in der Ebene des т ein 
zweifach zusammenhangendes Bild. das von Kreisbogen be-
grenzt wird. Es ist im Weseintlichen ein Kreisbogenviereck, 
aus denx ein Kreisbogenzweieck herausgeschnitten ist. Das 
Bild kann sich allerdings auf mehrere Blatter erstrecken. 
Wichtig ist da die sogenannte Oszillationszalil, die als jene 
Zalil festgesetzt wird. die die Anzahl der Blatter gibt. dureli 
welche sich das Yiereck in der unmittelbaren Nahe des Zwei-
eckes windet. Die Oszillationszalil ist im Falle T" immer 
eine ungerade Zahl 2x + 1. 

Das Kreisbogen viereck hat immer einen Orthogoiialkreis. 
der, je nach Umstanden. reel oder imaginar ist. oder sich 
audi auf einen Punkt zusammenziehen kann. Wenn der 
Orthogoiialkreis imaginar ist. oder reell, \vTobei gleichzeitig 
« + /3 + у < 1 erfiillt is(. oder wenn er sich auf einen Punkt 
reduziert (a + /? + = /). lasst sich noch mehr aussagen. Es 
Silt namlich der Saitzt: Zu jeder Oszillationszalil 2>г + / gibt 
es auch genau 2-л + / Losungen. 1st die Oszillationszalil = 1. 
so existiert auch nur eine einzige Losung, dass sogenannte 
Grundtheoreni. Diesmal liegt das Bild nur in einem einzigen 
Blatt. — (Fig. 2.) 

In cler rheorie der eindeutigen automorphen Funktioneo 
sind die Exponenten reziproke ganze Zahlen. Nach dem 
gesagten lessen sich die beiden akzessorischen Paramenter 
auf eine einzige Weise so bestimmen, dass der Quotient r 
in der zerschnittenen л-Ebene eine eindeutige Funktion von 
r wird unci das Bild nur in einem einzigen Blatt liegt. Hier 
ist .v eine eindeutige automorphe Funktion des т. Der Fun-
dament albereich ist ein Kreisbogenviereck, aus dem ein Kreis-
bogenzweieck herausgeschnitten ist. (Fig. 2.) 

Man bekommt so zwei verschiedene Arten automorpher 
Funktionen: Der Existenzbereich der Funktion x ( r ) ist, wenn 
a + />' + у < 1, begrenzt durch eine unendliche Menge von 
Grenzkreisen, der en jecler Punkt ein Haufimgspunkt dieser 
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Kreise ist, wemi aber a + /3 + у > 1, so ist der Existenzbereich 
dazugehoriger Funktionen die ganze т-Ebene mit Ausnahme 
einer perfekten Menge von Punkten. 

D i e A r b e i t e n t h a 11 d e n e r s t e n , n n r d e r T h e -
o r i e l i n e a r e r D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g e n e n t -
ii o m m e n e n В e w e i s f ii г s o l c h e К 1 e i n s с li e a u t o -
m o r p h e F u n k t i o n e n , d e r e n E x i s t e n z b e r e i c h 
d u г с h e i n e u n e n d 1 i с li e M e n g e v o n K r e i s e n 
b e g r e n z t i s t . Die Beweismittel bilden nur ganz ele-
mentare Stetigkeisbetrachtungen. 

1. 

Die Different! algleichimg (1) hat in jedem singularen 
Punkle ausser fiir с = со, je eine regulare Losung. die durch-
wegs durch Y2, also Ую , У-.ъ . . . bezeich.net werden soil. 
Ее ist dies auch eine der beiden in jenem singularen Punkte 
normierten Losungen. Die andere normierte Losung z. B. im 
Pukte et hat, wenn ^ ф о ist. die Form 

У i f, = x e^^fx — ej 

w o Щ (x — e1) eine Potenzreihe von . v — е г ist, mit 
Analoges gilt fur die anderen singularen Punkte. Wenn jedoch 
£j = о ist. so hat man eine Losung Yw, in der Form 

Ytel=Y*el log (x— <?J + Q (x—ej 

worin Q fx — e j wiecler eine Potenzreihe von .v—e t ist. Fiir 
die Stelle c = со haben die beiden normierten Losungen die 
Form (4 ) 7 ' (-(:) u n d ( ' . ) / (4 ) wobei ahnlich wie friiher, 
eine Anderung platzgreift. wenn у' — у" = у = o ist. 

Die Fragestellung verlangt, dass der Quotient г (x ) — 
l'i(x): 1'a (x) zweier unabhangiger Losungen von (1) beim Um-
lauf des x um die beiden singularen Punkte ег und e-. in 
sicli zuruckkehrt. Dem Umlauf eines jeden der singularen 
Punkte e1 und e-. entspricht je cine lineare gebrochene Sub-
stitution des т. Das Produkt dieser beiden Substitiitionen 
entspricht dem Umlauf um ex und е., und dies muss die 
Ideiititat sein. 

Es sei т. der Quotient der in <?г normierten Losungen. Z wi-
se hen diesen und den in е., normierten Losungen bestehen 
(dcichungen der Form: 
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Г,,, = АХе, + 
Y-.e, = СУ,, + /))', • • ' С) 

Das Produkt der be i den Substitutionen dee re, um et und e,. 
la uter jetzt: 

(ВС —AD e^V) re, + АВ (e%s*ni — i ) ^ 
DC (1 — e^-M) + ВС — AD 

Soil diese Substitution identisch sein, so muss eines der beiden 
Systeme von Gleichungen bestehen: 

f| !-, = () A = 0 D = 0 (Fall P ) 
El-\-ea=l C = 0 B = 0 (tall II*) 

Diese Gleichungen gelten fur den Fall, dass ^ ф о, а . ф о 
ist. Es lasst sich leicht einsehen, dass e, und f 2 nur gleich-
zeitig = o sein konnen. Wenn jedoch e1=e., = o ist, so be-
konuiit man die folgenden notwendigen und hinreichenden 
Bedingungeii: 

C = o. A+D = o 

Wie bereits in der Einleitung erwahnt. beschranke icli 
mieh in der vorliegenden Arbeit aid den Fall I*. Hier ist es 
notig die beiden Parameter T, und T2 so zu bestimmen, dass 
die Gleichungen A = o. D = o hczw. C = o, J I ) о, wenn 
Е, =r e2 = o, erfiillt sind. 

Zuniiclist werde angeiiommen, dass A = o bereits gilt. Aus 
den Gleichungen (*) iolgt dann. dass Yie, proportinal ist mit 
Y>el und dass } ist. Setzi man 

, ч YuAe-i) в m = Те, (ел) = —- = 
Г«-, (A) 

so ist m = oo sobald A = o. Umgekehrt gilt audi , dass A = o, 
wenn m= ао ist. Wenn e1 — e,= 0 ist, so lautet die erste 
Bedingung С = 0 und es ist audi hier m= oo. 

Nunmelir ist zu zeigen, dass bei beliebiger Fixierung des 
einen Parameters in der Gleichung (I) der zweite so bestimmt 
Avcrden kann. dass m irgend einen im voraus gewollten Wert 
anni mint. 

Die Differentialgleichung (1) schreibe man in der Form: 
d j dy\ 

dx 
/obe i 

(Pf\) ; + • • • • (1*) 
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p (x — e j ' - " ' (x — e 2 ) ( x — a) 1~ « fx - b)'~ 

T I 
<p(x) = —; = 77 г; 77 1 

* (х-ел)(х -e,) (X -e,)(x — et)(x—b) 
I 

у 
(x — ел) (x f?21 (x — a ) ~ ' b) 

I11 de t Gleichung (1*) sind Я imel n die akzessorischen 
Parameter. 

In der Folge sind die Vorzeichen von ip(.r) und %(%) in den 
einzelnen Intervallen von Wiehtigkeit. Das folgende gibf 
eine Ubersicht iiber diese Zeichen 

x b a ('., (\ 
ip(x): + — — + 
x(%) •' + — + + 

Yie< und Y„ sollen eindeutig so normierf werden. da.ss 
У^ег(е2)— / unci 

di i?. 
Lun p I 

s о dx 
= 1 

x = e2 + г 

Die gleiehe Normierung gilt in den ancleren singularen 
Punkten. 

I11 der Differeiitialgleichuiig (1*) werde /t beliebig. aber 
f i x gelialten. Bei stetiger Andernng des Parameters 1 erleidet 

Yie, a u d i 777 = — wenn <•« en d lic-h ist, eine stetige Andernng: 
Y e2 

ist aber m = ос. so ist 1 : m stetig. Wachst namlich ?.. so wircl 
777 kleiner unci umgekehrt. Man erkennt dies folgendermassen: 
Es sei у eine Losiing der Dilferentialgleichuiig (1") be im 
Parameterpaar / und /t, >] jedoch die Losung clerselben Glei-
chung (1*) beim Parameterpaar I + Д/. /1 + A,u, wobe i m 
den Wert m + Am hat. Es gilt claim die Gleichung 

lp\(y — '1 d x j = ' A l ~ X ) J HyW^-r + Uh - /'•) J ГУ >ix(x)dx(2) 

und wenn. wie in unserem Fall die Integration sieh an Г ein 
Intervali zwischen z we i auleinanderfolgenclen singularen 
Stellen erstreckt. so kann hierin ;?j stati p genommen werden. 

Fiir у setzen wir nun hierin 1'ie —mY. l e ein. genommen 
beim Parameterpaar / , и und fiir ц dcnselben Ausdruck fiir 
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das Paar A + ДЯ, н unci den Wert m + Am des in. Wenn 
dann die Anderung ДА hinreichend klein ist und man in (2) 
die I nt e g ra t i on s gre n z en e, und e1 nimmt. so gibt die Beriick-
sichtigung der Yorzeichen von ip (x) die Ungleichung 

0 ) 

woraus die stetige Abnahme des m bei Zunahme des A f'olgt, 
Solange A positiv und so gross ist, dass rechts in (1*) der 

I J-Faktor des у auf e.,e1 iiberall positiv ist, ist m > о und 
F^(a-) hat auf e*e} keinen Nullpunkt. 1\ег und IV , wachsen 
namlieh bestandig, wenn .v von e, bis c, geht. Wenn nun A 
von so einem Wert abnimmt, wachst m unci nimmt jeden 
Wert beliebig oft an. Die einzelnen Werte des A. bei denen m 
denselben vorgeschriebenen Wert bekommt, sincl durch die 
Anzahl der Nullstellen des Y,,2 auf e,e, charakterisiert. Wenn 
diese Anzahl gegeben ist. ist auch A genau bestimmt, sobald m 
gegeben ist. Dies gilt auch fiir m = oo und auch. wenn 
£, = £3 = O ist. 

Bisher wurde nur A verandert. wahrend и fest, wenn auch 
beliebig, blieb. Nimmt man nun fur и einen anderen Wert 
und schreibt dasselbe m und die gleiche Anzahl von Null-
stellen fiir Y,e2 auf e2et vor. so bekommt man wieder nur 
einen Wert fiir A. Es ist also A eine eindeutige Funktion des ,«. 
Dass diese Funktion stetig und mit a monoton aufsteigend 
ist. lassi sich folgendermassen erkennen: 

Es mogen ДА und Д,« zusammengehorige Anderungen von 
A unci jli bedeuten. Setzt man dann in (2) fiir у beim 
Parameterpaar А. и unci analog 1 »V fiir ij beim Paar A + ДА. 
и + A/i ein. so ergibt sich. wenn ДА unci Ди hinreichend klein 
sincl bei Berucksichtigung der Yorzeichen von rj/x) unci yjx) 

auf c.c, die Ungleichung 
Д Л ^ — - > о 
Afi 

Daraus folgt die Stetigkeit unci Monotonie von A als Funk-
tion des u. In gleiclier Weise ergibt sich auch die Stetigkeit 
und Monotonie von и als Funktion des A. 

Zur Losung des Problems ware es noch notig im Einklang 
mit cler ersten Bedingung A = o ocler m = со die Parameter 
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1 unci и so zu bestimmen, class auch D — o wircl. Dies gelang 
mir jedoch nicht bei bloser Betra.chtu.ng auf clem Intervali e2elr 

Ich musste andere Intervalle zu Hilfe nehmen unci andere 
erf'iillbare Bedingungen aufstellen, die mit der Bedinguiig 
D — о aequivalent sincl. 

2. 

Der Quotient zweier unabhangiger Losungen cler Differen-
tialgleichung (1) liefert eine konforme Abbilclung der oberen 
Halite der .v-Ebene auf ein Kreisbogenfunfeck mit den Win-
keln л-еи ne2, na, nft, ny. Die Umgebung jedes Punktes in cler 
oberen Halfte cler ,v-Ebene wircl umkehrbar eindeutig auf 
die Umgebung cles entsprechenden Punktes cler r-Ebene ab-
gebilclet. Es folgt daraus nicht. class das Fiinfeck sich nicht 
zum Teil selbst uberdecken konnte. Windungspunkte gibt es 
jedoch ini Inneren nirgends. 

Bilden wir nun die obere .v-Halbebene. durch та = Г » : 
Гад und Ym ab, wobei I ' m die beiclen im Punkte a, wie ange-
geben, normierten Losungen von (1) sincl. Geht nun .v kings 
der reellen Achse von a bis e.., so beschreibt та clas Segment 
ae2 cler reellen то-Achse. Der I'imki a liegt im Koordinanten-
ursprung (Fig. 5). Geht jedoch ,v vom Intervali ae„ auf clas 
Intervali ab tiber indpm es dem Punkt о auf einern kleinen 
in der oberen .v-Halbebene verlaufenden Kreis ausweicht. so 
gibt das Intervali ab in der т-Ebene eine geradbnige Strecke 
йЬ, die mit nê  den Winkel па einschliesst. Wenn nun x 
von в2 aus gegen den Punkt ег weiter geht. indem es zunachst, 
wie oben dem Punkt a, jetzt е., ausweicht, so beschreibt га 
einen Kreisbogen l\. cler die reelle Achse unter clem Win-
kel ne., tri f ft. Nehmen I unci /< nur solche Werte an. class die 
erste Bedingung m = oo befriedigt ist, so liegt der Bildpunkt 
t\ von вл auf cler reellen Achse cl. h. auf der Verlangerung 
von cte2. Die in a normierten Losungen sincl mit jenen in е., 
normierten durch Gleichungen der Form 

Гш = Л 1 ч 4 - б а ч 
Y,a = G Y i e % - { - Ш Ч 

verkniipft. Уш unci Y •Ш unci ebenso 1 iea sincl auf ae2 reell. 
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Weil nun Yw, auf ae2 den Drehfaktor e"'£2 liai"), so haben 
A1 und C\ den Drehfaktor e ~ В г und Dt sind jedoch 
reelle Zahlen. Darans folgt, weil 

, . Yie/eJ 
m = Ti(e1)= —— =cc YnJeJ 

ist, dass га (ej = A.-.C, reell ist, weil A, und C, denselben Dreh-
faktor haben. So viele Nullstellen Fi*, auf dem Intervali e,e, 
besitzt, so oft beschreibt r„ den ganzen Kreis A' und dazu 
noch den Bogen e2e1; sobald x von e2 gegen et geht. Weil 
n i l n e, = e„ ist, so beriihrt der Kreisbogen, der dem Inter-
v a l s etc entspricht, die reelle Achse im Punkt e, (Fig. 6). 

Im Falle der Losung des Problems ist das Bild des Inter-
л alls e,e ein Teil der reellen Achse. Umgeikehrt geben solche 
Werte von I und /<, bei denen das Bild des Intervalls егс 
in der reellen Achse liegt. wirklich cine Losung der Frage. 

Um nun die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
dafiir aufzustellen, dass das Bild von елс in der reellen Achse 
liegt, driicken wir га durch den Qutienten гс der in с nor-
mierten Losungen aus. Die.ser Quotient ist auf елс reell. 
Es sei 

%a = J^L+i* , LP— MN = 1 . . . . (*) 
Ntc + P 

Wenn Те von % С (с) —о bis %C (ej geht, beschreibt га die Seite 
c ^ . Da das Problem das Reellsein des и г verlangt. muss 
die Substitution (*) die reelle Achse wieder in die reelle 
Achse uberfuhren und zwar, wie leicht zu sehen. so, dass 
dem oberein Teil der гс '-Ebene der untere von тa und unge-
kehrt entspricht. Es folgt daraus, dass die Koeffizienten alle 
rein imaginar sein miissen. Es gelten also die Gleichungen 

l + Z = O , M + M=o\ 
N-{-N=0 , P + P = 01 

Dies sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen. 
Im allgemeinen sind, wegen LP — MN = 1, nur drei von 

*) In der Darstellung 2 = \z\ela nenne ich e
ta

 Drehfaktor der kom-
plexen Zahl z. 
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ihnen unabhangig. Da aber die erste Bedingung m = со 
erfiillt ist. bleiben hier nur zwei von ihnen unabhangig. da 
der Kreis K.2, auf dem cen liegt, die reelle Achse in ex beriihrt. 

Der Punkt 
Lx + M 

la — 
N% -f P 

beschreibt den vollen Kreisif,, wenn % die gauze reelle Achse 
durchlauft. Im Punkte et, wo K, die reelle Achse beriihrt, 
bildet die Tangente auf A', mit der reellen Achse den Win-
kel л. Ее gilt nun offenbar der Satz: Wenn die Tangente 
auf K, in irgendeinem Punkte mit der positiven reellen Achse 
den Winkel в einschliesst, so ist daselbst der Drehfaktor 

von gleich e'@. Der Drehfaktor von —-— lautet nun 
dx dx 

„ ' und muss in e, gleich e'7* = — 1 sein. Es ist also 
Ivx-f- P 
fiir x =xc (e^)— vl 

Nt P — -

— — = — 1 oder Ю ъ + P + P = 0. 
Nx j - j - P 

Daraus folgt der Wert fiir т и wenn nicht gieichzeitig 
N + N = o, P + P = o. Der Wert fiir xa ergibt sicih jetzt 
durch Einsetzen in (*). Da dieser reell sein muss, folgt jetzt 
mit Riicksicht d a rau f, dass der Nenner rein imaginart ist, 
dasselbe auch fiir den Zahler und daraus die Gleichung: 

(.L + Z) ( P + P) — (M + M) OV + Л0 = 0 • . . . (5) 

Yon den vier Gleichungen (4) bleiben also nur zwei unab-
hangig. Da jedoch der ersten Bedingung geniigt wurde, der 
eine Parameter also durch den anderen vollstandig bestimmt 
ist. lasst sich unmittelbar nur eine Bedingung erfiillen. Als 
solche moge die Gleichung 

M + M = o . . . . (4*) 
genommen werden. Es wird sich herausstellen, dass diese 
Gleichung stets erfiillbar ist. Jetzt ist es notig zu untersuchen, 
was aus (44) fiir das gesuchte Fiinfeck folgt. 

Wenn sich mit (4*) gieichzeitig die Gleichungen N + N = o, 
P + P = o ergeben. so sind wegen LP — MN = 1 alle Koef-
fizienten L, M, N, P rein imaginar und wir haben eine Eo-
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sung des Problems. Wenn nicht, so ist nach dem gesagteaa 
г, — (P лг P) : ( N - \ - N ) bestimmbar unci es gilt dann die Glei-
chung (5) und vvegen (4") foilgt, dass 

(L + L) (P + P) = o 

ist, woraas zvvei wcitere Moglichkeiten entstehen. 
1. Es sei 

L + L = o .... (5*) 

Das Einsetzen des тл = (P + P) : (N + N) in (*) zeigt, dass 
та ( e j = 0 ist. dass demnach e, mit n zusammenfallt. 

2. Wenn 
P + P = o .... (5"") 

dann ergibt sich schon гс ( e j = тл = o d. h. der Punkt 
deckt sich mit c. 

Das Ergebniss ist nun: 1st die Gleichung (4*) erfiillt, so 
hat man entweder eine Losung des Problems oder aber fal Lt 
der Punkt e, mit dem Pnnkt n oder mit с zusammen. 

Es handelt sich jetzt um eine handliche Darstellung der 
Bedingung (4*). Zunachst die Darstellung der Koeffizienten 
L. M, N, P. Die in ci normierten Losungen sind mit den in b 
normierten durch 

Л Г) P Г pTila 

Y a = a Yib H - D , Y * 2 2 2 2 ~ 

und Yrb Yib mit dem in c = со normierten durch 

Yib = As Y r + />'• Y c • • • • (t t ) 

Y*b = G Yic + Ds Y-.c 

verkniipft. Also ist 

A„ Dg — B3C3 = — + + 

/1 - Я (A>. A a 4 - B, C ) i. • Л />' -\-B.D. Ta — J — . . . . (T T T) a u + D, (С л -- / л с ь , c / ^ . — / ; n 
Die Koeffizienten sind hierin noch nicht L. M, N, P, weil 
die Determinante nicht den Wert / sondern +У J 7ii Dividiert man jeden Koeffizienten durch e <3 v 
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so wircl die Determinante gleich 1 und die Gleichung (4") 
bekommt, wenn man beriicksichtigt, dass die Drehfaktoren von 
B8 und D , beziiglich eni<P + y") und e Щ'", von A, und B2 

aber e71^ sind, die Form 
- n 

AtBse cos (a -)- /3 — y ) x + 

-f- B2DS C o s ( - a + / ? f y)f = 0. 

B. Den Wert fur - bekommt man aus (+) fiir x = a und 
A. 

analog jB3 aus ( ft ) - So hat man fiir (4*) die Endform 

Yth (a) . , . . 71 Yib(c) — (Sni / \ О 
— — cos (— a + i3 + y ) - r = cos (a+ /J—y) T . . . . ( 6 ) 

Y * b ( a ) Y b ( c ) 

Diese Gleichung gilt in alien Fallen ausser fiir f:> = - o. Im 
Falle /i = о lief'ern ahnliche Betrachtungen, wie bisher, fiir 
(4*) die Gleichung 

Y'h<a) = nQtg(ct — y)~ (6*) 
Ytb (c) — JlQl 

L Y*b (C) J Y»b (a) 

dabei bedeutet nio die imaeinare Komponente von ть auf 
dem Intervali be. 

3. 

In der Differentialgleichung (1*) sollen jetzt Я und /' so 
verandert werden, dass die erste Bedingung m = oo erfiillt 
ist und, dass dabei Ущ im Inneren des Intervalls e2et genau 
ж Nullpunkte hat. Es entsteht nun die Frage. ob unter Er-
haltung dieser Bedingungen die Parameter Я und и derart 
bestimmt werden konnen, dass auch die Gleichung (6) 
bezw. (6*) erfiillt ist. Es wird sich im Folgenden herausstellen. 
dass dies noch auf unendlich viele Weisen moglich ist. Da 
aber nicht jedes Paar solcher Parameter wirklich eine Losung 
des Problems gibi, ist es notig airs der sich ergebenden 
unendlichen Menge gerade jene auszusonderen. die eine Lo-
sung geben. 

Der Kiirze wegen sei 

Ъь(а) (с) 
Y*b (a) Y-ib (c) 
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und, wenn f> — o ist. sei 
Ул (с) — — Щ1 = n 
Yib (с) 

dami lauten die Gleichungen (6) und (6*) 

I cos ( — a + |S + y ) f - = n cos (« + /? — у ) т 

и — l — л-q tg (a — y) f (6*) 

Zunachst ist es notig zu imtersuchen, was mit l und n ge-
schieht, wenn Я unci /i im Einklang mit der ersten Bedingung 
geandert werden. Zu diesem Zvecke ftihren wir in (2) ftir 
i) die Losu n g 

) . = Л Yib + В2 Y b 

beim Parameterpaar /.. /(, f'iir щ dasselbe beim Paar Я + ДЯ, 

/t + A/( ein. Mit Rticksicht auf die Yorzeichen von -ф (.гО unci 
x(x) auf dem Intervali ba und den Umstand, dass stets 

~ - — > C i s t , bekommt man 
A [i 

Д / 
> о 

А и 

Es wachst also / mit Я und и gleichzeitig und umgekehrt. 
Die Anderung des / ist stetig, wenn I endlich ist. ftir / = x 

ist die Anderung von —- stetig. wovon man sich leicht 

iiberzeugt. 

Auf gen an analoge Weise zeigt man, das n abnimmt. 
wenn Я und и zunehmen und umgekehrt. 

Zunachst sei к — о, also der Fall, dass Г Ч auf e.1e1 keinen 
Nullpunkt hat. Wenn die Parameter Я und hinreichend 
gross negativ sind, ist der [ j-Faktor des у rechst in der 
Gleichung (1") auf dem Intervali ba iiberall positiv. Die 
Werte von Yib und Y,b Asachsen bestandig, wenn .v von b 

gegen a riickt und es ist dabei: 

Yib (a) > 0, Y^b (a) > 0, oder / > 0. 

Werden von diesen Werten aus die Werte der Parameter 
X und // verkleinert, so f'allt auch I bestandig, bleibt aber 
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doch positiv, wed der Klammerfaktor des у in (1*) positiv 
ist. Wenn also Я und a von ihren Anf'angswerten axis so 
lange vergrossert werden, bis der [ ]-Koeff'izient des у in (1*) 
negativ und so gross wird, dass Y-л auf ba Nullpunkte 
bekommt, so gehen sie einmal durch die Werte. bei denen 
zum ersten Male Y-л (a) = 0 ist. In diesern Moment ist Z = со 

Nun die Frage. welche Form hat das Fiinfeck. wenn I 
zum ersten Male со wird? Das entsprechende Fiinfeck zeigt 
die Figur S. worin die obere ,v-Halbebene durch ъь = Yb : Yib 
abgebildeit ist. D e m Bild entnimmt man, dass n = be > o ist 
und, dass Y-л auf к noch kcinen Nullpunkt hat. Wenn 
— a + /) + у = / ist, bekommen wir schon g'leich eine Losung 
des Problems, denn die Seite cci liegt hier in der Yerlangerung 
der Seite ael5 im allgemeinen aber ist cct ein Bogen des 
Ki'cises K,. der ins Innere des Ftinfeckes fur — a + + у > 1 
die konkave Seite, fur — a + /3 + у < 1 die konvexe Seite we ist. 

Es sei zunachst — a + /? + у < 1 und a + fi — у < 1. In 
diesern Fall ist 

cos ( - « + /? + >0 , cos (a + /3 — y)~>0 

Wenn die Parameter Я und /t von jenen Wert en, bei denen 
zum ersten Male I = cc wurde, abnehmen, ist 1 positiv und 
wird kleiner. Zunachst war n auch positiv und wachst. 
Bevor n = oo wird. wird die Gleicung (6) einmal aber auch 
nur einmal erf'iillt. Dies gib t eine Losung des Problems, denn 
sonstigen Falles wiirde nach dem oben gesagten der Punkt et 

entweder mit a oder mit с iibereinstimmen (Figur 9 oder 10). 
Keines soleher Fiinfecke ist moglich, denn es mtisste im In-
neren Windungspunkte haben. 

Die gefundene Losung ist das Grundtheorem und es exi-
stiert fiir x = и keine weitere Losung. Trotzdem ist die Glei-
chung (6) noch bei unendlich vielen. Werten der Parameter 
Я. и erfiillt. Die Parameter sollen von jenen Werten aus, 
bei denen das Grundtheorem bestand. vergrossert werden. 
n wird kleiner und bleibt positiv, 1 hingegen nimmet jeden 
Wert beliebig oft an. Fs besteht auch die Gleichung (6) noch 
bei unendlich vielen Parameterwerten Я, и und die einzelnen 
Paare, bei denen der Gleichung (6) geniigt wird, sind durch 
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die Anzald der Nullpunkte von Y%b auf' ba eindeutig charak-
terisiert. im Fiinfeck stimmt e, mit с Ubere in (Figur It).") 

Werden die Parameter Я, /t von den Ausgangswerten aus 
verkleinert, so besteht die Gleichung (6) abermals unendlicli 
oft. Diesmal werden die einzelnen Paare von A, ,u durch die 
Anzahl der Nullpunkte von Y'a> auf dem Intervali be fest-
gelegt. Im Fiinfeck fallt der Punkt et auf a. (Figur 12.) 

Bisher war —а + р + у<1, « + ft— у < 1. Diese beiden 
Ungleichungen bestehen immer, wenn a + / 5 + у < I ist, d. li., 
wenn ein reeller Orthogonalkreis des Dreieckes abc existiert 
oder aber wenn a + ft + у > 1 und der Orthogonalkreis ima-
ginar ist. 

Sei etwa — a + ft + у > 1. Sodann ist coe^-(— a + ft + y) < 0. 

Zu Beginn nehmen wir fiir die Parameter solche Werte an. dass 
z и m ersten Male / = со w i r< I. Dabei war n > 0. Yergrossert 
man die Parameter, so wird l negativ und aufsteigend. n fallt. 
bleibt aber positiv. Bevor / = о wird, besteht wenigslens 
einmal die Gleichung (6), es lasst sich aber hier nicht einsehen, 
dass dies nur einmal eintritt. Diese Werte der Parameter 
geben eine Losung (Figur 13). Werden die Parameter noch 
weiter vergrossert. oder aber, wenn sie von den Ausgangs-
werten'aus verkleinert werden, so ist (6) noch unendlicli oft 
erf is lit. Man bekommt jedoch hier in keinem Falle mehr 
eine Losung, sondern sind die FUnfecke ahnlich d en en in 
Figur II bezw. Figur 12. Das gleiche gilt fiir a + ft — у > 1. 

Es bleibt nocli der Fall ft = о zu erortern. Die Parameter 
Я und /t sind hier der Gleichung (6") geniass zu bestimmen. 
\\ ii (lei ii m geihe man von jenen Wert en aus, fiir die zum 
ersten male I = со wird. Ahnlich, wie oben, ergib.t sich. dass 
dabei Y,,b auf ba noch keinen Nullpunkt hat. Auch hier exi-
stiert eine zahlbar unendliche Menge von Parametern. bei 
denen (6*) erf ii lit ist. Man bekommt eine Losung, snbald 
Y,

b
 weder auf cb noch auf ba einen Nullpunkt hat (Figur 14). 

4. 
Bisher war x = 0. Unter alien Umstanden konnten wir л\тс-

nigstens eine Losung des Problems angeben. Nunmehr moge 

*) Auf (ten Zeichnu ipeii sind Liuicn, dip einander iibcrdeckcn jedoch 
in verschiedenen Blatter.i der Riemannsclier Flaclie lieg n, zwecks leich e-
rer Voi'steltbarkeit et\vas versclmben dnrgestellt. 
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¥гег auf е2е1 ausser im Punkt e, noch genau x Nullpunkte 
besitzen. Wiederum bestimmen wir jenes Parameterpaar Я, 
wofi ir I = oo w ild imd Y--b auf ba (ausser in a) noch keinen 
Nullpunkt hat. Anlich. wie fiir x = o, zeigt sich. dass das 
Fiinfeck die Form von Figur 15, w o x — 1 aingenommen 
\vu rde. haben muss. Das Fiinfeck windet sich urn den Kreis К 
durch x + 1 Blatter. Aus Figur 15 erkennt man. class bei 
diesen Parameterii Y-л auf be genau x Nullpunkte liat unci 
dass n > o. 

Wieder nehmen wir zuerst — a + /? + у < 1, a + /5 — у < 1 
an. Bei Yerkleinerung der Parameter von den Anfangswerten 
aus wird I kleiner, bleibt aber positiv. Dabei wachst n unci 
bevor es oo wird. ist ein enziges Mai die Gleichung (6) 
erfiillt. Dies gib t wirklich eine Losung des Problems (Fig. 16). 

Nunmehr sollen /. unci /< т о т ersten Auftretten топ I = со 
bis zum zweiten vergrossert werden. So bekommt 1 ?t> ausser 
in a noch einen Nullpunkt auf ba. Das entsprechende Fiinf -
eck zeigt Figur 15, mir dass die Seite ba einmal. die Seite be 
noch (x — / j - m a l die ganze reelle Achse durchlauft. Dabei 
hat ) an I be genau y-—1 Nullpunkte und n ist positiv. 

Auch zu An fang war n positiv. Weil n = Yл {с) e : Y-л (с) 
abnimmt. unci Yib zu Aufang и am Encle nocli >г — 1 Null-
punkte auf be hatte, musste n einmal durch cc hindurch-
gehen. Zwischen den Anfangswerten unci diesen Werten exi-
stiert ein einziges Paar топ Parameterwerten. fiir die (6) be-
steht. Man bekommt hier eine Losung unci das Fiinfeck wird 
durch Figur 17 veranschaulicht. Bei dieser Losung hat 1*ь 
auf ba einen. auf be genau x Nullpunkte, auf beiden zu-
sammen also x + / . Bei der ersten Losung also hatte 5 
iiur x Nullpunkte auf beiden Intervallen. Fs ist auch die 
Strucktur des Fiinfeckes auf Figur 17 sehr verschieden von 
der auf Figur 16. 

Zwischen jenen Parameterpaar, bei clem n = oo wird und 
jeiiem, wobei zum zweiten Male 1 = со wurde. existieri 
wiecler ein Paar im Finklang mit (6). Auch dieses Paar von 
Parametern gib t eine Losung, Y-ъ hat jetzt auf ba einen 
Nullpunkt und г« — / auf be. im ganzen also и Das Fiinfeck 
ist ahnlich dem der Figur 16. 
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Wird das Paar X, // von nun an weiter vergrossert, bis 
zum dritten Male 1 = со wird, so wird inzwischen zweimal 
die Glichung (6) erfiillt. Die Losungen geben nacheinander 
Fiinfecke von den Formcn der Figur 17 und der Figur 16. 

Das Yerfahren wird fortgesetzt bis Ya auf ba ausser 
in a noch x Nullpunkte bekommt. Dabei ist n positiv und 
Y-ib hat auf be keinen Nullpunkt. Zwischen zwei aufeinander-
f'olgenden Paaren von X, fiir welche / = со ist. existieren 
imnier zwei Losungen des Problems. Man bekommt so im 
ganzen 2x 1 Losungen, worunter es x + / solche gibt. die 
einem Bilde der Figur J6 entsprechen, wobei Y*b auf (ba) 
und be zusammen x Nullpunkte hat, die weiteren и Losungen 
entsprechen einem Bild der Figur 17. wobei x + 1 Null-
punkte des 1-й auf ab und be vorhanden sind. Bei weiterem 
Wachsen der Parameter ist (6) noch unendlich oft erfiillt. 
es ergibt sicli jedoch keine Losung des Problems melir. In 
den Flinfecken faffen inimer die Punkte ег und с aufeinander 
(Figur IS). Das gleiche bei m Verkleineren der Parameter von 
jenen We,rte ausgehend, fiir welche zum ersten Male (6) 
bestand. In den entsprechenden Fiinfecken fallen die Punkte 
c, und a aufeinander. Auch, wenn ft = 0 ist. ergeben sich ge-
nau 2x + / Losungen. Die Behandlung stosst auf' keine beson-
deire Schwierigkeit und ist der Weg der bisherige. 

In Falle jedoch, vvenn — a + ft + у > 1 oder a + ft — у > 1 
ist, konntc ich nichts vollstandiges nachweisen. Eine Losung 
existiert bei jedem x siclier immer. 

Um ein einmaliges Bild der ganzen .v-Fbenc zu arhalten. 
spiegele man das Fiinfeck iiber die Seite ne oder се. Man 
bekommt so ein zweifach zusammenhangendes Bild. ein Yier-
eck, aus dem ein Zweieck heirausgeschnitten ist. Hat Y->e, 
ausser in ел noch weitere Null punkte *iuf е-,ел. so beschreibt та. 
wenn x von e2 bis c, bewegt wircl, den Kreis к (Figur 5) 
x-mal unci noch dazu einen Bogen e2ct. Fs lasst sich leichi 
erkennen, class beini Spiegeln iiber ae3 das Bild, das der vol]en 
Ebene entspricht, sich in unmittelbarer Nahe des Zweieckes 
durch 2x + 1 Blatter win det. Wird diese Anzahl a Is Oszilation-
zahl eingefiirt, so stimmt die Zahl auch mil der Anzahl 
2x + / von Losungen, die man bekommt, wenn man dem 
Y^b auf е,ел genau Nullpunkte vorschreibt. 
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