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Sinopsis
O RASTNIH FUNKCIJAH

Ta sestavek ima namen z matematidnega stalisda osvetliti lastnosti
funkcij, ki jih gozdarji, agronomi in biologi uporabljajo za opis
rasti nekaterih kolidin, kot visinska, debelinska, prostorninska

rast dreves v odvisnosti od ¢asa in podobno. Navadno uporablijajo

za ponazoritev teh procesov elementarne, odsekoma analitié¢ne funkcije,
ker na takih lahko uporabimo metode aproksimacije eksperimentalnih
podatkov. Vendar take funkcije le grobo kaZejo dejanska dogajanja

v majhnih intervalih neodvisne spremenljivke. Zato bi bilo treba
postaviti trdnejSe temelje in kriterije za dolodevanje tipov funkci],

ki bi bile primerne za opisovanje katerih koli pojavov te vrste.

Synopsis

ON GROWTH FUNCTIONS

This article discusses from a mathematical point of view properties
of functions that are used by forest engineers, agronomists and
biologists for description of growth of some quantities like growth
of height, thickness, or volume of trees in dependence of time etc.
To illustrate these processes normally the elementary piecewise
analitical functions are used, because with these functions methods
of approximation of experimental data can be applied. Nevertheless,
those functions only rouglhy show the actual events in the small
intervals of an independent variable. It is necessary then, to
apply more solid foundations and criteria to determine the types of
more appropriate functions which could describe any of the phenomena
of this kind.
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0. UVOD

V [8]na straneh 28 in 3% najdemo pogoje, ki jim mora
ustrezati rastna krivulja. Vendar ti pogoji vedinoma ne vzdr-
Zijo kritike, ce jih podrobnejé ﬁrediskutiramo. Poglejmo si
nekatere. Avtor dela [8] citira predvsem dva pisca, Peschela
in Todorovita.

Peschel trdi, da mora funkcija izhajati iz koordinat-
nega izhodisda z vrednostjo O, Todorovié pa, da ima tam zelo
majhno vrednost ﬂ.(velikost semena). Obe trditvi sta le for-
malnega znadaja, saj je matematidno gledano popolnoma vseeno,
kje funkcijo zacénemo. Ti zahtevi torej ne bi smeli biti ka-
rakteristiki rastne krivulje.

Peschel zahteva, da funkcija izhaja iz izhodisda z od-
vodom O, Todorovié pa, da Je tam odvod bodisi O, 00 ali neka
pozitivna vrednost. O%itno Je, da Peschel zahteva preved (po
njegovem bi moral biti Se celo drugi odvod enak 0), Todorovié
pa zahteva le, da funkcija pri majhnih vrednostih neodvisne
spremenl jivke narasca.

Desno od koordinatnega sistema naj bi bil kvecjemu en
prevoje. Dejstvo pa je, da ima lahko rastna krivulja drevesa
s kolikor toliko burnim Zivljenjem prav presenetljivi Stevilo
prevojev, oziroma ekstremov prirastne krivulje. Ta zahteva je
zato zelo huda idealizacija.

Avtorja izrecno dopuscata moZnost, da ima rastna kri-
vulja asimptoto, ki ni del krivulje, torej da sa prirastki
poljubno pozno Se vedno nenidelni. Ker je vsako Zivljenje Ca-
sovno omejeno, Jje ta mo%nost nesmiselna.

Pri tem pa avtorja spregledata dejstvo, da o topolos~
kih lastnostih teh krivulj oziroma ustreznih funkcij nid ne
povesta. Oba kar brez utemeljitve implicitno zahtevata ansa-
litiénost, kar je premodna zahteva, da bi jo privzeli brez
komentarja.

Vidimo, da so postulati za rastne funkcije, ki jih po-
dajata omenjena pisca, pa Se mnogi drugi, zelo neZivljenski
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in tudi slabo formulirani. Zdi se, da so ti postulati name-
njeni nekemu zakonu realne analiticéne oblike, ki naj pokaZe
splosno tendenco rasti drevesa, zanemari pa slucajne devia-
cije. Vemo pa, da je faktorjev, ki vplivajo na rast, slucaj-
‘nih in nesludajnih, toliko, da je iskanje takega zakona za
individualno rast pri danasnji stopnji znanosti utopija.

Mnogi avtorji uporabljajo taksne velparameterske funk-
cije zato, da z njimi po razlidnih metodah, najvedkrat po
metodi najmanjsih kvadratov, aproksimirajo dejanske podatke
za posamezen objekt opazovanja. Trdijo, da tako lahko izra-
dunajo najrazlidnejse podatke ter da je tak nadin podajanja
bolj nazoren. Tisto o nazornosti je seveda iz trte izvito,
kar se pa izradunavanja tide, nam numeridna analiza ter ra-
dunalniki omogolajo delo neposredno s podatki in nam ni tre-
ba obdelovati funkcije, katere smiselnost in natandnost sta
v velini primerov dvomljivi. _

Verjetno je taksno delo smiselno le, e opazujemo
rast vedje mnoZice osebkov, na primer‘rast enodobnega sesto-
ja (vidina v odvisnosti od 3asa) ali starega sestoja (viSina
v odvisnosti od debeline). V tem primeru je analitidna pred-
stavitev rasti poenostavitev, ki ni bistvena izguba informa-
cije, ker so %e podatki zelo variabilni in netodni; izradu-
namo pa lehko nekatere kolidine, naprimer zrelost sestoja,
za katere je to Ze po definieciji edini nadin izradunavanja.
Seveda pa je treba vse rezultate, vitevii samo krivuljo, kon-
trolirati s statistidnimi testi.

No, tudi v tem primeru moramo dobljeni odsekoma ana-
1liti¢ni krivulji odreéi pravico do tega, da bi bila nekakSen
naravni zakon., Je le bolj ali manj uporaben in obidajno ne
posebno zanesljiv zapis statistidno ugotovljenih dejstev, po
svoje nié boljsi od krivulje, povleene na "oko" z roko.

V naslednjem sestavku bomo poskuSali definirati najprej,
kaj sploh so rastne funkcije, nato pa Se pokazati, kakSne la-
stnosti naj bi imele tiste rastne funkcije, ki prikazujejo .
makroskopske bioloske procese. Postavili bomo tudi ustrezne
definicije za nekatere koliline, za katere menim, da so bile
doslej definirane preohlapno. Na koncu pa bomo Se pokazali
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‘primer, kako lahko direktno iz podatkov, 2zbranih na terenu,
izracunsmo omenjene kolidine.

Vedine izrekov ne bomo dokazovali, ker so dokazi alij
zelo preprosti ali izpeljani v navedeni literaturi, za 502z~
darje pa so precej nezanimivi., ]

Ker sem matematik, ne bi mogel népisati tesn sestavka
brez obilne in ljubeznive pomodi kolegov gozdarjev, &e po-
sebno V. Puhka, za kar sem jim zelo hvaleien.

1. POJEM RASTNE FUNKCIJE

Naj bo R = r(t) neka opazovana kolidina, ki se spre-
minja s ¢asom (ali kako drugo neodvisno kolidino), pri demer
je r povsod definirana realna funkcija realne spremenljivke t.
Za kolicino R postavimo naslednje predpostavke:

.~ kolidina R ne pada (r je monotono narasdajoda Tunkcija);

- koli¢ina R je navzdol in navzgor omejena, spodn a meja Jje
0 (eksistirata inf r(t) = 0 in sup r(t) = V <oo );

- vsako spremembo kolidine R ugotovimo Sele potem, ko se je
7e izvriila (r je z leve zvezna [unkcija).

Ce k temu dodamo He pogoj, da je V =1 , je funkeija r ravno

porazdelitvenas funkcija. Torej lahko definiramo:

DEFINICIJA 1. Rastna funkcija Jje vsaka funkcija r oblike:

r(t) = V.F(t) , V2O (1)

kjer je F neka porazdelitvena funkcija. Stevilo V ime-

nujemo konéna velikost dane rasti.

Obratno so torej porazdelitvene funkcije tiste rastne funk-
cije, katerih kondéna velikost je 1.
Oglejmo si nekaj osnovnih lastnosti rastnih funkeij!

Najprej Se enkrat zapidimo zaletne predpostavke:
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EE:_ll Povsod definirana realna funkcija r je rastna funkci-
ja natanko tedaj, ko je:

(a) monotono narasdajoda,

(v) z leve zvezna,

(¢) lim o(t) = 0 , lim z(t) = V2 O . C@

to-m troo

I\
O

Funkcija totalnega razmaha (totalne variacije) realne
funkcije f je definirana takole:

t n )
L= eup > TeCE;) - £ )] (3)
kjer gre supremum po vseh moZnih delitvah
-0 <t <L t; € .00 < tn = t . Totalni razmah:

(2]

V= 1lim 6 f . Razred funkcij z omejenim totalnim razma-
B ta00 "™
hom oznacdujemo z BV. Podrazred z leve zveznih funkcij z limi-
to 0, ko gre argument v -« , pa oznadujemo z NBV (normalizi-
rane funkcije iz BV).

(T. 2) Naj bo r rastna funkcija. Tedaj je: r € NBV in
t
r(t) = X r (r je sama sebi funkcija totalnega raz-
o«
maha). Totalni razmah: Jr=v (kon¥na velikost).
Vsaka monotono nara$éajoda funkcija iz NBV je rastna

funkcija.

(Te 3) V vsaki tolki eksistirata leva in desna limita rastne

funkcije. Leva limita je enaka funkcijski vrednosti.
MnoZica tolk nezveznosti je kvedjemu Htevna ([7], 161).

(T. 4) Rastna funkcija r je skoraj povsod (glede na Lebesgu-

ovo mero) odvedljiva in odvod Je integrabilna funkcija:
el (R) ([7], 166).

(1. 5) $ Je pozitivna'omejena Borelova mera natanko tedaj, ko

je funkcija

() = §((-o0,t)) ()
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rastna fudkcija. Pri tem je r 2zvezna natanko v tistih
todkah t, kjer je: ¢({t}) =0 . V splofnem je:
¢({t}) = .}'igntr('c) - r(t). ([7], 16%)

g2;_§2 Naj bo f povsod definirana realna funkcija. f € NBV

natanko tedaj, ko je: f = Ty o= Th o kjer sta Ty in

rs neki rastni funkciji.

5
Dokaz. Naj bo V f funkeija totalnega razmsha funkcije f € NBV

t .
in definirajmo funkeiji: a(t) = ( VoI £(5))/2 (
: v 5)
b(t) = ( ¥ r- r(e)e

foa-b, a(-0)=bl-»)=0.
a in b sta z leve zvezni funkciji, ce Jje le { taka. Prav tako
sta obe funkeiji monotono narasdajodi in zato rastni. .

Seveda ta razstavitev funkcije f na dve rastni funkeiji
ni enolidna. Ker je NBV vektorski prostor, se ds gornja trditev
$e razsiriti:
(T, 7) Rastne funkcije tvorijo v NBV generirajod konveksni

WT 8to%ec,

Kot pri porazdelitvah razlikujmo med diskretnimi in

nediskretnimi rastmi ter izmed slednjih odlikujmo zvezno rast.

DEFINICIJA 2. Rast je diskretna, ¢e narafda rastna funkcija

samo v skokih. Rast je zvezna, Ce je rastna funkcija
absolutno zvezna, torej de eksistira taka funkcija p,
da je pe a“fl('IR) in je:

r(t) = ftp('r:)d'c' . (6)

-Q0
Funkcijo p imenujemo prirastna funkcija.

Funkcija p je enolidno dolodena le kot element prostora
éfl(ﬂ{) .
(T. 8) Rastna funkcija zvezne rasti r je zvezna in celo ens-

l komerno zvezna. r'(t) = p(t) skoraj povsod (simboli-
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&no: dr = p(t)dt ). Ce je p na nekem intervalu zve-

zna (oziroma skoraj povsod enaks neki zvezni funkciji),
je » tam zvezno odvedljiva.

(T. 9) Naj bo p prirastna funkcija neke zvezne rasti z rast-
ngbfunkcijo r. Tedaj je p(t)ZO0 skoraj povsod.

:£ p(t)dt = V (kondna velikost) @)
Ce je V £0 , je p(t)/V gostota porazdelitve, katere

porazdelitvena funkcija je =(t)/V .

Ce je p pri absolutno dovolj velikih t zvezna funkci-

ja, velja: %irixlw t.p(t) = 0 ' (8)
DEFINICIJA 3. Naj bo r rastna funkcija s kondno velikostjo
V>0 .
(a) 2 = inf {t ; r(t))()} gadetek rasti,
K = sup {t ; r(£)<0} kohec rasti.

Rast, pri kateri eksistirata Z in K, imenujmo

omejena rast.

(b) Naj Z eksistira. Povprelni prirastek je funkcija

p(t) = lim r(x)/(x-2) (9)
TAE

Naj K eksistira. Rastni potencial je funkcija

p¥(%) = lim (V-r(v))/(X-7) _ (10)
TNE

Pri omejeni rasti naj bosta obe definiciji iz todke (b) le na
intervalu [Z,KJ s 88J velja:

p(Z-7%) = p*(K+%)
p(K+7) = p*(Z-7)

zaradi éesar izven tega intervala funkciji nista zanimivi.

0 in (11)
v/(K~Z+%) , ¥Y* > O , (12)

1l

Ce 2 ali XK ne bosta eksistirala, bomo to zapisali ta-
kole: 72 = - o ali K = o .

V naslednjih petih trditvah naj pomenijo oznake isto
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kot v Definiciji 3.

(T.10)

220

(T.11)

7 = max {t ; v(t) = 0} , K = inr {t 3 v(t) = V} (13)
Z £ K ; prizvezni rasti je: 2 <K,

p(t)>0 , ¥£>2 ; p*(t)>0 , Vt<K .

p(t) =0, V6£2 3 p*(t) =0 y VE2K .

p(2e) = p*(2®) =0 .

p(t) = v(£)/(-2) , V&t £ 2 . (14)
Pri omejeni rasti je: D(K) = p¥(2) = V/(XK-2). (15)

Kvocient D = V/(K-Z) imenujemo kondhi povpredni prirastek.

(r.12)

(1.13)

P Jé z leve zvezna funkecija (leva limita Je enaka
funkeijski vrednosti). Povsod razen morda v tocki Z
eksistira desna limita, ki je vedja ali kvedjemu ensaka
funkcijski vrednosti. Poleg morebitne nezveznosti v Z
Jje mnozica todk nezveznosti ista kot pri funkeiji r.
Funkcija p je skoraj povsod odvedljiva.

p* Jje z desne zvezna funkecija. Povsod razen morda v
todki K eksistira leva limita, ki je vedja ali kvedje-
mu enaka funkeijski vrednasti. Poleg morebitne nezvez--
nosti v K je mnoZica todk nezveznosti ista kot pri

funkeiji r. Funkcija p* je skoraj povsod odvedljiva.

Prditvi T.12 in T.1% sledita iz trditev Te3 in T4,

(T.14)

Naj bo rast zvezna. Funkcija P (oziroma p*) je na
komplementu poljubno majhne odprte okolice todke 2
(oziroma K) absolutno zvezna. Skoraj povsod je:

B'(6) = [p(£).(5-2) - r(£)]/(¢-2)2 (16)
in p*2(8) = [V - p(£).(K-t) - o(£)]/(X-1)2. (17)
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2. SUBJEKTIVNI CAS

Funkcijo s: R — m,u{—w,m} imenujmo progresivna
funkcija, de je =r(s(t)) rastna funkcija za vsako rastno funk-
cijo r. Definicijo razumimo tako, da je r(~-o0) = 0 in
r(eo) = V ,

(T7.15) Funkcija s: R —> Ru{-o,%} je progresivna funk-
cija natanko tedaj, ko ima naslednje Stiri lastnosti:
(a) je monotono narasajoda,

(b) z leve zvezna,

(ec) %im s(t) = - o0 in : (1)
(a) %im s(t) = 00 . (2)

Dokaz. DokaZzimo najprej, da progresivna funkcija s res ima

te lastnosti.
(a) Denimo, da s ni monotono narasdajoda funkcija. Tedaj ek-
sistirata t; in t,, da je t; < t, in 8(t;) > s(t,) .

Testirajmo to funkcijo na naslednji rastni funkciji:

0 t$a
- ] = = t 2
r(t) {l e oa a [s(tl) + s( 2)]/ (%)

Potem veljs: r(s(tl)) =1, r(s(te)) = 0 , zaradi desar
funkcija r(s(t)) ni monotono narasdajoda in s tem tudi
ne rastna.

(b) Naj ne bo funkcija s v todki t, z leve zvezna. Prva moZ-
nost je, da eksistira 1lim s(t) = a . Ker s ni z leve
zvezna, je s(to) > a zaragi monotonega narasdanja. Tes-

tirajmo Jjo na rastni funkciji
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r(t)={o,téa )
1, t>a

r(s(to)) =1 = %%Pt r(s(t)) = r(a) = 0 .
0

Druga mozZnost: s(t) = -0 , Vt <tg s(to) = ad =0 .,
- . o

r(t) = {91 T2l (5)
1, t>a-1

r(s(to)) =r(a) =1 = %im r(s(t)) = r(~o) =0 .
7 to

Drugih moZnosti ni, ker ima narasajoda funkcija vedno
limito, razen.ée gre V © , tedaj pa smemo smatrati funk-
cijo s za zvezno v tej todki.

(¢) Naj bo 8(-) = a>=o00 . Testirajmo to funkcijo na pri-
meru (5): 0 = r(s(~w)) = r(a) = 1 .

Todko (d) doka¥emo na isti nadin.

Ce je sedaj r(%) poljubna rastna funkcija in s(t)
funkeija, ki izpolnjuje pogoje od (a) do (d), brez terav
preverimo, da je r(s(t)) res rastna funkcija. Pri tem upo-
rabimo trditev T.1 . b

Kot poseben primer omenimo, da je r(Xt-TO rastna funk-
cija spremenljivke t za vsako rastno funkecijo r, realen ¥ in
A>0 .

(T.16) Bodita g in r dve rastni funkciji z lastnostima:

(a) g(w) = r(o0) =V, (6)
(b) g jeAstrogo narasdajoda zvezna funkcija.

Tedaj eksistira natanko ena progresivna funkcija s,
da je: r(t) = g(s(t)) . 7
Ce sta funkciji g in r poleg tega &e povsod odvedlji-
vi, je odvedljiva tudi funkcija s(t) in‘je:

s'(t) = ' (8)/g*(s(%)) . (8)

Dokaz. Ker je g strogo narasajoda funkcija, eksistira eno-
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1idna, todno dololena inverzna funkcija g—l. Teda] felja:

g7 H(e(5)) = g M (a(s())) = s(t) . (9
Ker je funkcija g_l definirana na intervalu [p,VJ (pri tem
imamo v mislih razSirjeno definicijo: g—l(O) = - o0 , ’l(V)
= 00 ), je kompozitum g“lo r povsod>definiran in s tem Jje
tudi s natahko dolodena funkcija.

e je g odvedljiva funkcija, je taka tudi g”l. Kompo~
zitum dveh odvedljivih funkcij je spet odvedljiva funkcija.
5 = g_lo r , torej je funkcija s odvedljiva. Odvajajmo enad-
bo r(t) = gls(t)) : °(t) = g’ (s(t)).s’ (%) . O

Torej lahko sleherno rastno funkcijo izrazimo z eno
samo primerno rastno funkcijo in ustrezno progresivno funk-
cijo. Od te rastne funkcije zahtevajmo preprostost (v topo-
loskem smislu seveda), recimo kar analitidnost. Seveda mora
biti strogo nara$dajoda, njena konéna velikost pa naj bo 1.
DEFINICIJA 4. Bodi dana nekonstantna rast R = r(t) s kon-

&no velikostjo V. Subjektivni as z osnovo g koliline

R je progresivna funkcija Sg r ki ustreza enadbi:

° ]

g(s, .(£)) = v(£)/V . _ ' (10)
gy T

Pri tem je osnova g neka strogo naraséajoca analiti-

8na porazdelitvena funkcija.

Iz izreka T.16 sledi, da ima vsaka nekonstantna rast subjek-

tivni éas ne glede na osnovo. Velja Ze: Sg g;(t) =t . (11)
Pri omejeni rasti bomo subjektivni Cas definirali le

na intervalu [Z,KJ-.

(T.17) Naj bo r rastna funkcija s kondéno velikostjo V in s

subjektivnim casom Sg Obe funkciji imata nezvezno-

’r.
sti in neodvedljivosti v istih tolkah. VelJja Se:

r(t) = O natanko tedaj ko Je SS r(t) = =00,
. 1
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| r(t) = V natanko tedaj,ko je SS r(t) = 00 .,
,

Poglejmo si Se dva primera osnovel

Primer 1. g(t) = 0,5 + %.arctg 52 ) (12)
Sy, p(t) = %C.tg z za O<r(t) LV . a3

Pri tem je: = =’k[r(t)/V - 0,5] . (14)
Primer 2. g(t) = 0,5 + (%) (15)
B(t) = (am)~1/2 ./O‘tenxe/adx (16)

By, p(t) = 2 + 23/31 + 722/51 + 12927/71 + 436929/91 +

+ 23359321 1/111 + ... (17)

z = V2. [r(6)/V - 0,5] | - (18)

Vrsta konvergira za |zl <V%/2 .

3, KONVERGENCA RASTN1H FUNKCIJ

Poglejmo si rastne funkcije s stalisda funkcionalne
analize. V ta namen se dogovorimo za naslednjo oznako:
BV = {feBV ; f(-w) a0} . (1)
(7.18) BV® je komutativna algebra brez enote. Pri tem sta
adicija in multiplikacija obidajno sedtevanje in mno-
Yenje funkcij po todkah. Ce adjungiramo enoto 1, do-

bimo prostor BV, ki je tudi komutativna algebra. Raz-

red NBV je podalgebra algebre BVO.

(T1.19) BV® je normiran prostor z normo: [|f)l = ? f . (2)
—_— oo -0

Dokaz. (a) JIfll = 0 = ;E}f =0 = f=0.

(0) Moeatl = F (wut) = Jal. ¥ £ = Jallizh .

(e) IIf + gl =_°\Z> (f +g) é:\Zf + _ig = It + lgll . 0

(7.20) BV® je normirana algebra.
— |

Dokagz. Definirajmo funkcije:
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alt) = (F £+ 2(6))/2, b(t) = (- £2(6))/2 5 (3)
o) = (Vg +a®)/z, aw) - (Fe- a2, (#)

Vse 8tiri funkcije so za f,g € BV® monotono narasé¢ajode.

f=a-b, g=sc=-4d4.

£ = 1im (s + ) = alee) + b(e=) (5)
:z g = %im (c +d) =cloo) + dao0) . (6)

F(f.g) = V[(ac + bd) - (ad + ve) ] £
- O * - 00 =
(- %]
£ V(ac + bd) + V (ad + be) .
oY) - 00

+

Funkciji ac + bd in ad + be sta spet monotono narasdajo-
¢i, zato:
¥ (ac + ba) = 1im (ac + ba) = a(0).c(e) + b(e).d(ee) ,
enako tudi druga funkcija. Zato velja z upodtevanjem (5) in
(6):
V (£.6) £ a(e0).c(ow) + b(ow).d(eo) + ale0).ale) +

+ B(20).c(s0) = (a(0) + b(w))u(e(w ) + a0 )) =

I\

= _:‘7 £ --3’: & . @)
Torej: I f.gll £ It gl . (8) O
(17.21) BV® je Banachova algebra.

—
Dokaz, Dokazati je treba, da je prostor BY° poln. Naj bo

{fn} zaporedje, ki ustreza Cauchyjevemu pogoju:
Ve>0 , AN(e)e N : pya >N(e) => |lf -~ £ li<e . (9)
ZaporedJe seveda konvergira po todkah (in celo enakomerno):
le, - g0l = ¥ (t, - £)<E = J£,(6) = £ (0)|<e, Ve .
Naj bo f limita po tolkah tega zaporedja: f(t) = %}E fn(t) .
DokaZimo, da je f tedaj tudi limita v variacijskem smislu,
torej da je: V&> 0 , JM(@)eN :n>MN@E) = -1l =
= _i (f - fn) <& . Pa vzemimo nasprotno! Denimo, da eksi-
stira tako étevilo A> 0, da je: _E (fr - fn) 2 A za nes-
kondéno mnogo indeksov n.
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__lfo(f—fn) _X,(f—fm-+ f, = )=
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Y- fm) + ¥ <fm - fn) :
©g

Ker je .V (fm - £.) po (9) poljubno majhno Stevilo za dovolj

velika indeksa m,n , je tedaj Stevilo Vv (r - fm) Se vedno

- pribliZno A ali kvedjemu vedje. Zato velja:

o2
y(r - £f)2A>0, ¥n> n, , kjer je ng

deks. Oznadimo: f - fn = g, + Tedaj je 8n zaporedje funkeij,

dovolj velik in-

ki po tolkah konvergira proti O, ustreza variacijskemu Cau-
chyjevemu pogoju: Ve>0 , I N(e)e/N : Pyq > N(g) =>

= _:\Z (gp - gq)<£ y in zadosla pogoju: _i 8, ZA>0 od
nekega indeksa n, dalje. Iz te zadnje trditve izhaja, da ek-
sistira taka delitev D realne osi: =-wo <t,< t1< .. <tr<°° ’
da velja: %?,gn(tk) - gn(tk_l)l Z A - A/10 (10)
za nek indeks n > max{ho,N(E)} , kKjer naj bo N(g) Stevilo v
Cauchyjevem pogoju, ustrezajode € = A/10 .

Ker zaporedje 8y konvergira po tolkah, zagotovo eksistira tak
¢len zaporedja By M > N(¢£), za katerega velja: v
Ba(ty) £ A/(20r) 4, k = 0,1,000,r ' (11)
M0 = £ >7T (g, - g) 2 Z ey (5 = ey(t) = gy (ty 1) +

+ g (b )] 2 };,’Ugnuk) - gyt Dl = Ugg(t0] +

+ el )] 2 Slealto) = su(te )l - 2r.a/(200) 2

2 A - A/10 - A/10 = 8A/10 (=z upostevanjem (10) in (11)).

To protislovje dokazuje prvotno trditev, da je f tudi varia-
cijska limita zaporedja fn. Ker je f limita po todkah zapo-

L

redja f , velja: f£(~«) = 0 . Poleg tega pa je 3e: yr=
. v - < 7 - T o

= V(- +r)SV(f=-1£)+ VUf <o = ¢ Bv° [
Direktns posledica izreka:

(T.22) Ce Je {fn} zaporedje, konvergentno v smislu norme v

0 s, £ .. PP
BVY, je: V (%ig fn) %1m v, . (12)

S0 =00
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(T_.2_5') Normirajmo BV z normo:
<.l + £l = Jed+ NEW , £eBVO . (13)
BV je teda] komutativna Banachova algebra z enoto.
Oznadimo z ABV mnozico absolutno zveznih funkecij iz BVC.
(T.24) ABV je podalgebra normirane algebre NBV in s tem btudi
BVC.

(T.25) ABV je Banachov prostof, izometriéno izomorfen prosto-
ru éel(ill)

Dokaz. Izometridni izomorfizem med prostoroma ABV in Xl(,ﬂl)

naj bo odvajsnje. Vemo, da 3de je fe ABV, je f'e ,%l(’lfl).

f? pravzaprav ne eksistira povsod, vendar ga lahko dolodimo
skoraj povsod, kar pa zadostuje. Operator odvajanja je torej
dobro definiran na vsem ABV. Poleg tega Je sur,jcktivén, saj
de je g ecfé’l(R) , Je f£(%) =_£;g(t')d’r element iz ABV in je
£’ = g skoraj povsod ([3], 192).

Seveda Jje pa tudi injektiven, saj je olitno integriranje

fg(‘t)d‘c ravno inverzni operator.

feABV => |ifll = V £ = lin _V £ = lim Jal((=>,t)) (14)
([’7], 163), kjer je féxl totalni razmah realne Borelove mere j,
definirsne z enadbo: f(%) =/h((-—w ) . _ (15)
Ker lahko zaplsemo' £(t) = f f'(T)ax , torej velja:

p(=00,8)) = ff’(r)d : | (16)
tedaj pa joi  lul((-m,6)) = [ lfr(e)lan . )

iz Zesar sledi: 'Ilf” 11m f | £ (%)) dx = ilf’('t)}d‘”c =
= Hf’Hl . Ker sta torej prostora ABV in o%l(ﬁl) izometridno
izomorfna in Je 561('/?») Banachov prostor, je to tudi ABV. [J
(7.26) Odvajanje °': BV—*éf,l(TlZ) je surjektiven linearni

| operator, ki krdi slike: Il fllg, 21£%l; .

Dokaz. Naj bo f ¢BV , Vemo, da eksistira taka funkcija
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g eNBV , da je: f(t) = g(t) + ¢ za vse todke zveznosti
funkcije f in da velja dvoje:([7], 161):
f' = g’ skoraj povsod , (\)fa £ 2 o\; g . ' (18)
g pa lahko zaplbemo v obliki vsote: ([7], 166):
() = g (t) + J‘g (v)ax , (19)
pri demer je gs singularni del funkcije g, ki ni padajoda
funkcija, &e g ni.

Vzemimo Se, da je g = a - b , kjer sta a,b € NBV ne-
padajodi funkciji, definirani kot v dokazu trditve T.6.

t t
a(t) = a (8) + J ar(daw, b(e) = v (t) + S vr(vaw .

g' = a' - b .
”f"BV = Vf2Vg= Va+ Vb= %igaa(t) + %ﬁﬂob(t) =

-

= %im a (t) + 1im b () + J ar(t)dt + fb’(t)dt 2

~o0

2][a (t) + b’(t)]dt >f|a () - b°(t)]lat = flg (t))at =

= J/)f'(t)ldt = feily (]
(T.27) NBV je Banachova algebra.
——

Dokaz. Dokazati je treba le, da je prostor NBV poln. Naj bo
{fn} Cauchyjevo zaporedje v NBV, ki v BV® konvergira k f.
Ve>O ,3n, : an - fll%$ €2 zan, ki je vedji ali enak n,.
Naj bo Ze t ¢ R in O(t,) taka okolica, da je:
120, (8) = £, (801 € €/2 , Ve e O(t,) , t&t, , ker je funk-
cija fno z leve zvezna., Tedaj pa za ista t in to velja:
leCe) = £CeQdl = [[eCo) =~ £, ()] + [£, (6) = £, (£)]] &
£ E/2 + £/2 = € , iz &esar sledi, da je tudi f z leve zve~
zna funkcija. ' O
Trditve T.19 - T.21A in T.25 - T.27 sem dokazoval,
deprav so ti rezultati poznani; to pa zato, ker nisem naSel

primernih dokazov v literaturi.
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Sedaj pa zberimo vse povedano v naslednjem izreku.
(T.28) Limita zaporedja (absolutno zveznih) rastnih funkcij
je v topologiji norme JIflf = _z’f spet (absolutno
zvezna) rastna funkcija.
Ta izrek pravzaprav ne pove zelo veliko, saj je konvergenca
po normi (2) stroZja celo od enakomerne konvergence. Zato do-
dajmo Se en izrek.

(T.29) Limita enakomerno konvergentnega zaporedja (na nekem

intervalu zveznih) rastnih funkcij je spet (na tem in-

tervalu zvezna) rastna funkcija.

Pri tem Je zaporedje {fn} enakomerno konvergentno, e za vsak
€ > 0 najdemo tak indeks n,, da je: }fp(t)'— fq(t)[< € za
veak t. Izrek temelji na dejstvih, da je limita zaporedja ne-
padajodih funkeij nepadajoda in da je enakomerna limita zapo-
redja (z ene strani) zveznih funkcij prav taka funkcija ([7],
69).

Kot smo videli, smo v zvezi z rastnimi funkcijami sre-
¢ali kar Stiri Banachove algebre. Ta matematidna lepota nam
obljublja precejénjo pestrost posledic nade definicije rast-
nih funkecij. Po drugi strani pa je ta definicija Se vedno ta-
ko éiroka, da lahko z veliko gotovostjo trdimo, da bo ustreza-
la praktidno vsem pojavom te vrste, ki jih utegnemo sredati v
makroskopskem svetu.

V biologiji, ekonomiji in tudi drugih vedah veckrat o-
pazimo,‘da vsak pojav spremljata dva tipa kolidin: prve doga-
Jjanje pospedujejo, druge ga pa zavirajo. Ce oznadimo z T, vso-
to udinkov prvega tipa kolidin in z r, vsoto udinkov drugega
tipa, sta Ty ih r, v dovolj majhnem intervalu neodvisne spre-

menljivke (obidajno dasa) rastni funkciji. Kolidina, ki opisu-
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Je dogajanje, je tedaj ravno razlika Ty = Tp . Iz trditve
T.6 pa tedaj sledi, da bomo iskali funkcije za opis omenjenih

pojavov v razredu NBV ali kvedjemu v razredu BV.

4, BIOLOSKA RAST

Poskusimo seda] definirati rastne funkcije, ki naj po-
nazarjajo rasti bioloskih kolicin. Zahtevali bomo absolutno
zveznost rastnih funkeij, saj Je vsak prirastek vsota infini-
tezimalno majhnih prirastkov in je‘zato smiselno govoriti o
prirastni funkciji. Ker so prirastki konéni in niso trenutni,
je prirastna funkecija omejena. Nihanj in skokov v prirasdanju
je le konéno mnogo in smemo privzeti, da ima prirastna funk~
cija omejen totalni razmah, kar se sklada tudi z domﬁevami, o-
menjenimi na koncu prejsnjega razdelka. Prirastna funkcija je
element prostora éfl(ﬂ{), zato moramo uposStevati, kadar govo-
rimo o njenih lastnostih, da obravnavamo le en primerek iz raz-
reda, ki ga ta funkcija predstavlja.

DEFINICIJA 5. Naj bo R = r(t) nekonstantna zvezna rast s po-
gojem: r*e€ BV A (1)

(po korekciji na mnoZici z mero O0). Prirastno funkcijo

definirajmo sedaj bolj dolocleno:

p(t) = flim r'(T) + lim r’Ct)]/Z . (2)
Tt TN
Izraz v(t) = %%?tp(r)/v.loo% R (3)

kjer je V kondna velikost opazovane kolidine R, vze-
mimo kot mero za vitalnost (glede na kolidino R,

ne pa glede na cel objekt opazovanja). Odvod

a(t) = p* () (4)

imenujmo rastni pospeSek.
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Pri omejeni rasti naj bodo te funkcije definirane le na in-
tervalu [Z,K] .
Najprej dokaZimo naslednjo lemo:
(T.30) Naj bo f € BVN ZI(R) . Tedaj je f po Riemannu in-
I tegrabilna in celo absolutno integrabilna funkci;ja.

Dokaz. Funkcija £ ima omejen totalni razmah na vsakem kond-
nem intervalu in se zato da povsod izraziti kot razlika dveh
omejenih monotono narasdéajodih funkecij: f = f1 - f2 . Vsaka
omejena monotona funkcija na zaprtem intervalu je po Rieman~
nu absolutno integrabilna ([3], 37, 163%), torej ek51st1rata

Riemannova integrala f |fl(t)]dt in 2 = f |f2(t)|dt

in zato eksistira tudi Riemannov integral f If(tﬂd%sl + I,

za vsak interval [a,bJ. Nato definiramo posploSeni integral:

b ‘ . & e
J () dar = lim Jl£(@)|ar . Integral pod limitnim znakom
~ oo ) C-»~00 c B

eksistira za vsak ¢, torej se moramo prepridati le 8e, da ek-
sistira limita. Ta eksistira, ¢e le lahko za vsak €>0 najde-

b’
mo tak M, da je: J | £(t)]|dt < ¢ za Dbyb' 2 M .
b

MnoZica Cc(ﬁl) zveznih funkcij s kompaktnimi nosilci
je gosta v prostoru &fl(ﬁl) glede na obidajno metriko ([7],
68), zato eksistira zaporedje {gn} cC (7}{) , katerega li-
mita v tej metriki je funk01ga |£(t)| . Za vsak € >-0 torej

eksistira tak N, da je: f Ig (£) - |£(6)ljat <

§\ﬂgn(t) - | £(tdl]at & €, za vsak n2N . Funkcija g (t) Jje
seveda pri tem po Riemannu integrabilna in je zato prvi inte-
gral Rlemannov. Velja Se: za vsak 82>() eksistira tak M, da

If g (t)dt!<£2 , za b,b*Z M’ . Sedaj pa lahko ocenimo:

J‘ lx*(t)ldt - f [sn(t) + (2] - g (6))]as £
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] 1
< l{b. gn(t)dt] + ]gb (el - gn(t))dt,§ €, + £, (za n>N).
Ce vzamemo: 61 = €2 = E/2 , pa Se: M = M , je.s tem trditev
ze dokazana.

Na enak nalin pomsknemo ée'égornjo mejo v neskondnost.

Razumljivo pa je, da de je funkcija absolutno integrabilna,

je tudi integrabilna. o
V obratni smeri izrek ne velja, Primer:
o
£(t) = {1 RN Pri tem je: J = U [n-27B, n+272]
0 , drugod n=1

Ms

2.278 - 2, Toda: E f =00

S £(t)at =_f’f(t)|dt =

B
]
[

V naslednjih izrekih naj bo R = r(%) zvezna rast s po-
gojem r*'e BV , Z, K, P in p* koliline iz definicije 3., &e
seveda sploh eksistirajo, p in g pa funkciji iz definicije 5.

(T.31) r je odvedljiva funkcija povsod razen v tockah nezvez-

-nosti funkcije p, ki paljih je najved Stevno mnogo.

b
Velja: r(t) = J‘p(r)dt' (integral je Riemannov). (5)
~ o0

Funkcija p je s funkcijo r natanko doloCena. p je ome-
jena funkcija in p(£)Z0 , Vt . p je skoraj povsod
odvedljiva funkcija in velja: q € :ﬁl(TR) .

(7.32) P (oziroma p¥), de seveda obstaja, je omejena funkci-

ja, zvezna povsod razen morda v tocki 2 (oziroma K),

kjer je nezvezna podobno kot funkcija p:

1im p(®) = lim p(T) , 1lim p*(x) = lim p(x) . (6)
TNZ TNGZ v 7K Tv2K

Zato sta funkeiji p in p* iz BV.

(T.%3) Funkcija p (oziroma p*) je odvedljiva povsod razen v

todkah nezveznosti funkcije p in morda v Z (oziroma
K). V todkah odvedljivosti velja formula

5r(6) = 28 = B oriroma prr(v) - R2CEL = R(ED (p)
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(T.34) V todkah zveznosti fuhkcije p veljata naslednji logi-

¢ni ekvivalenci:

p(t) ima stacionarno tolko <=3 Dp(t) = p(t) ;

p*(t) ima stacionarno todko == 7p*(t) = p(t) .

Izven todke Z oziroma K velja za D oziroma p*:

p(t) strogo ngraééa &> p(t)<p(s) ;

p(t) strogo pada &= D(t)>p(t) ;

p*(t) strogo narasdda & p*(t)> p(t) ;

p*(t) strogo pada &= p*(t)<p(t) ;

5(t)lima lokalni minimum (oz. maksimum) &3 razlika
p(t) - p(t) spremeni predznak od + na - (oz. od
- na +) ;

p*(t) ima lokalni minimum (oz. maksimum) &= razlika

p*(t) - p(t) spremeni predznak od - na + (0z.

od + na -) .

Za todke zveznosti funkcije p velja izrek zaradi formul (7),
izven teh tolk pa zaradi zvéznosti funkeij p in p*.

(T.35) V todkah, kjer Je Dp(t) = p(t) (oz. p*(t) = p(%) ),

gre tangenta na krivuljo r(t) skozi todko (Z,0) (oz.

(K,V) ). Krivulji D = p(t) in p* = p*(t) (e 1le
obe hkrati'eksistirata) se sekata na intervalu (Z,K)

natanko v tistih tolkah, kjer se sekata krivulja r =

= r(t) in premica skozi todki (Z 0) in (X,V).

Se nekaj smemo brez dvoma zahtevati od biologke rasti,
namre¢ da ima zadetek in konec. Dodajmo torej Se ta pogoj in
definirajmo:

DEPINICIJA 6. Nekonstantna zvezna rast R = r(t) Jje biolog-
ka, de je omejena in je izpolnjen pogoj: ' e BV (po

korekciji na mnoZici z mero 0).
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Za tako rast definirajmo na intervalu [Z,K]:

It 3 p(t)g p(t) & p*(t)> p(t)}  inicialna faza rastij;
{t 5 P(t)g p(t) & p*(t)= p(t)} optimalna faza;

{t 3 D) >p(t) & p*(t) £ p(t)} terminalna faza;

[t ; p()>p(s) & p*(t)>p(t)} stacionarna faza;

-Oznake v tej definiciji naj pomenijo isto kot Ze prej. Seveda
ni nujno, da dolodena faza sploh eksistira (da ni prazna mno-
Zica).

V naslednjih izrekih naj bo rast bioioéka.

(T.36) Z je todka inicialne ali optimalne faze, K pa tolka
optimaine ali terminalne faze. Ce stacionarne faze ni,
je funkeija p na (Z,K) strogo pozitivna in je zato tam
rastna funkcija strogo narafidajola. ‘

(T.37) Ha intervalu (Z,K) velja, dn med poljubnima tockama ini—

cialne in terminalne faze vedno le%i vsaj ena todka op-

{imalne ali stacionarne faze.
Dokaz. Vzemimo nasprotno, da eksistirata tolki inicialne in
torminslne faze, med katerima ni nobene todke drupgih dveh
faz. lonterval med njima razdelimo na pol in izberimo tisto
nolovico, ki ima krajisdi v razliénih fazah. Ta postopek na-
dnljuimo, tako da dobimo zaporedjé vlo%enih intervalov, ka=
terih nresek Jje tocdka, ki‘je bodisi v inicialni bodisi v ter-
minalni fazi in v katere $e tako majhni okolici Jje vsaj ena
tocka druge faze. |

Denimo, da je ta todka, oznadimo jo s tor V inicialni
fazi. Tedaj velja: ﬁ(to)éxﬁto) R p*(to)>p(td) - (8)
Obenem pa lahko za vsak €>0 najdemo tak &# O , da je
lgi<€ in Bt  + 8)>p(6, + 8) , p*(t, + ) $plt, + &),
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torej da Jje to+d‘ v terminalni fazi. Naj bo €n = 1/n in
k vsakemu n poisdimo ustrezni Jh. {p*(to+ 6h) - p(to+ Jn)}
je zapbredje nepozitivnih $tevil z limito

* - : Q
P (to) }1}:"1" p(to"‘ &n) =0, €))
{5(t0+ Sh) - p(t°+ Sh)} pa zaporedje pozitivnih &tevil z
limito: 5(t°) - lim p(to+ 65) zZ0. (10)

n-»oo .
Iz (9) sledi: p(to) < p*(to) < linm p(t0 + &n) y iz (10) pa:
n-ee
p(t.) 2 p(t.) 2 1im p(t .+ &) . To pa je protislovje.
o’ & ) fi=s vo o’ °n
Analogno dokaZemo, da t, tudi ne more biti todka ter-

minalne faze. O

Za poznej$o uporsbo navedimo tukaj nekaj primerov bi-
oloske rasti.
Primer 3. p(t) = t.(1 + sin t2) _

Z=03%% $Vm/2 =K ‘

Primer 4, ‘ 1 vy 1 =0 =2 in ¢t =1
2 , 0<t <1
p(t) = <t -1 y 1 <t <F
-1 y Vo £t<3
A W5 -1)2,t=3=kK
Primer 5. 1 sy T = 0O =2 4n 1 st <2

p(t) =<2t ,0<t <1
0,5 , t=2=K

(T.%8) V todki Z (oz. K)vjevfunkcija p lahko zveéna. Ce je,
-———_1 je to tolka inicialne (oz. terminalne) faze.

Dokaz. Naj bo p v Z zvezna. Iz trditve T.32 sledi:
P(2) =0 = 5(2) 2 B(2) , p*(2) = V/(k-2) > 0 = p(2) .
Analogno doka%emo terminalnost todke K.

Eksistenco funkeije Py zvezne v 2 in K, pa podaja Primer 3.0
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Oznadimo posamezne faze z njihovimi zadetnicami:

I, 0, T in S. - '

(T.39) Med fazami so dovoljeni vsi stiki razen TI. Stiki, v
katerih je funkcija p lahko zvezna, pa so vsi razen
ir. »

Dokaz., Po T.36 stik TI na more biti niti v Z niti v K, torej

Je nujno na intervalu (Z,K). Tam pa po T.37 ne more biti.

Primer 3. ima zvezne stike IO, O0I, IS, SI in OT .

Rast p(K - t) iz istega primera ima Se zvezne stike TS, ST

in TO. '

Primer 4. ima zvezen stik SO, rast p(K-t) iz istega primera

pa Se preostali stik 0S. ‘

Po T.37 stik IT ne more biti na intervalu (Z,K). Prva
moZnost je, da je v inicialni fazi todka Z, nadaljne todke
pa Ze v terminalni fazi. Tam pa velja: p*(t) g p(t) . Ker
pa je p*(Z) = V/(K-Z) (T.11), je nezveznost tu. Podobno je,
.Ce je stik IT v todki K. Da pa ta stik sploh eksistira, kaje
Primer 5. : a
_(T;uo) Vsaka faza je bodisi prazna mnoZica bodisi kondna ali

l Stevna unija disjunktnih intervalov.

Pri tem razumemo kot interval tudi posamezno todko.

Dokaz. Fﬁnkciji P - P in p - p* sta iz BV, zato imata

kvedjemu Stevno mnogo sprememb predznaka. Zato je tudi sti-

kov med fazami kvedjemu Stevno mnogo, kar Ze dokazuje izrek.O

(T.41) Inicialna, stacionarna inftermihalna faza si nikoli

>| ne sledijo v tem vrstnem redu.

Dokaz. Naj bo I (oz. S oz. T) interval inicialne (oz. stacio-

narne oz. terminalne) faze. Na I velja: Dp(t) g p(t) , na

SuT pa p pada (po T.34). Torej eksistira todka toy da Je:
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'p(to) 2 sup p(t) (supremum na JuSwvT). Po drugi strani pa
p* na IvS narasda, na T pa je: p*(t) g p(t) . Torej eksi-
stira ¢, ¢ T , da je: p(tl) 2 sup p*(t) (supremum na isti
mnoiiéi). NapiSimo te trditve:

sup p(t) g p(to) < p*(to) < sup p*(t) £ P(tl) < ﬁ(tl) .

To pa Je protislovje in izrek je dokazan. o

Zapiimo posledico izrekov T.37 in T.41.

(T.42) Na intervalu (Z,K) je med dvema tolkama inicialne in

terminalne faze (v tem vrstnem redu!) vsaj ena todka
optimalne faze. ‘

(T.43) Naj si faze na danem intervalu sledijo v temle vrstnem

redu: 0ST. Tedaj je funkcija p tam nezvezna.

Dokaz. Na prehodu iz optimalne v stacionarno fazo se funkci-
je py p in p* sekajo, nato pa p* strogo raste, P pa strogo
pada. Prav zaradi strogih ocen ne vsebuje ta del stacionarne
faze samo ene todke. Pri prehodu ST bo torej veljalo: p(t)<
< p”(t)., kar pa ni res, saj bi moralo biti ravno obratno. OJ

(P.44) Naj si faze na danem intervalu sledijo v naslednjem

vrstnem redu: ISO. Tedaj je funkcija p tam nezvezna.
Dokaz. Denimo, da je p zvézna na tem intervalu. Funkecija
p1<t) = p(K-t) je seveda tudi zvezna, vsebuje pa zaporedje
07T, .kar pa po T.43 ni mogole. o
(T.4%) Naj si faze na danem intervalu sledijo v naslednjem

| vrstnem redu: 050. Tedaj Jje funkcija p tam nezvezna.
Dokaz. Na prehodu 0S so p, D in p¥ enake, pozneje pa D pada
in p* nsrasda, tako da velja: p*(t) > p(t) > p(t) , pri de-
mer se razlika p¥ - P v desno poveduje. Toda na prehodu SO
naj bi bile funkcije spet enake, kar kaZe na protislovje. [

Upostevajmo vse tri zadnje trditve, pa lahko povemo
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nasiednji izrek:

(P.46) Bodita i-ia 2 invervala inicialne ow. teriiisine ..

(%%

(v tem vrstnem redu!), med njima na; e 00 -~0boi¢ o=
c¢ke teh dveh faz ved, funkcija » pa naj bo aa I, 2 iz

povsod vmes zvezna. Tedaj pripada ves vmesni interval

optimalni fazi.
fe nekaj besed o elastidnosti bioloke rastne funkci-

je! Koeficient elastidnosti neke Junkcije y = f(x) je de-

LR

finiran takole: Ey/Ex = (x/y).(dy/dx) . ' 11)

Zanimala nas bo elasticnost rastne funkcije r na intervalu

(2,K). Elastidnost je odvisna od lege izhodilda (0,0), zato

vzemimo: Z = G . Tedaj velja: Er/it = p(t)/p(t), (i2;]

toda le kjer je p zvezna.

( .47) Naj bo rast bioloska, Z = O , funkcija p zvezna na

(0,K) in t todka iz tega intervala.

a) r(t) je elastidna (1 < Er/it<e) <=> p(t) > p(t,

b) r(t) je na meji elastidnosti (Lr/tt = 1) «—>
<> p(t) = p(t) ;

¢) r(t) je neelastifna (0 £ ur/kt < 1) = Pl <
< ple)

d) r(t) je elastidna ali na meji elastidnosti <=
<==» . t je v inicialni ali optimalni fazi ;

e) r(t) je neelastidna <=> t je v terminala: ali

stacionarny fazi

-

$ lim p(8) . (o3
Ao

. o, - C e e e
im u.’C‘/bt = i, L1 A /uo =
0 /oA

ct
<{th
ot b

V nrimeru, da je < £ { , ooumo elastifnost definirali takole

\ RN

= {t-2)/vlc - 2) . e

R A
PR AN

Jrimerno avliciran bo izrek T.47 $e vedno veljal.
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5. KARAKTERISTICNE FUNKCIJE

Vedkrat obravnavamo kolidine, katerih rast vsaj na
nekem intervalu precej pravilno niha. Poznavanje osnovne
periode takdnega nihanja je seveda zelo pomembno. za diékusi-
Jjo dane koliline. Nalogo, kako iz dane rastne funkcije dobi-
ti tske osnovne periode in intenzivnosti pripadajodih nihang,
poskusimo res$iti s Fourierjevo analizo.

Prav tako kot v teoriji verjetnosti definirajmo karak-
teristic¢no funkcijo dane rasti.

DEFINICIJA 7. Naj bo R = r(t) rastna funkcija kolidine R.

Karakteristiéna funkecija te rasti je
o0

8(x) = (2712 [eltxan(y) . (1)

- oy

Integral v definiciji je Stieltjesov.
1z verjetnostne teorije vemo, da veljajo naslednje
trditve.

(T.48) Naj bo H(x) karakteristidna funkcija rasti r(t) s kon-

éno velikostjo V.
a) D eksistira (za vsako rast!).

b) Definicijsko obmodje D je cela realna os.

. ) |8 ]av.(2m ™2 | vxeR 5 8(0) = V.(2m"L/2, (2)
d) D je na IR enakomerno zvezna funkeija.
e) P(-x) = B(x) , Vxe R . ' (3)

f) P je realna funkcija natanko tedaj, ko je

r-V/2 liha funkcija.

g) r je s D natanko dolofena. Ce je r zvezna v todkan
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Dokaze

(1.49)

a in b, a<b , velja:
c . .
-ibx -iax

2(b) - x(a) = i.(gw)‘l/2.%35_£ e e

(integral je Riemannov).
najdemo v [2], 216, 217, 221 - 226.
Naj bo r rastna funkcija zvezne rasti, p prirastna

funkecija in § karakteristiéna funkcija. Velga

8(x) = (2m~1/2, f 1655 ()an (5)
(Ce gre za biolosko rast, je integral Riemannov).
Velja Ze: 1lim P(x) =0 . (6

X>tco

Dokaz najdemo v Euﬂ , 108, 109.

(1.50)

Ce je ﬁﬁAéfl(ZQ) y Je rast zvezna (funkcija r je ab-

solutno zvezna) in je:
o0

p(t) = (2m7V2, [ Hp(0ax | @

-0

skoraj povsod, pri demer je integral na desni Rieman-
nov in predstavlja zvezno funkcijo spremenljivke t,

zaradi Cesar smemo vzeti, da je p zvezna funkcija.

vokaz je v [7], 186, 187, in v [2], 226 - 228.

ven le
POEOJ.

(2.51)

Izrek T.50 je sicer zelo elegunten, vendar je velja-
v zelo specialnem primeru in vsebuje teZko preverijiv
Zato navedimo precej sploSnejsi izrek!
Naj bo p prirastna funkcija zvezne rasti in P ustre-
zna karakteristilna funkcija. Tedaj velja za skora]
vsak te R :

c A -
) —l 2 - . X -3 A ~
p(t) = (2%) / Liim ‘f (1 —!—l).e lXt.p(x)dx (87

C-»00 c . .

-C
Ce je p e BV , velja celo za vsak t ¢ R :

p(t) = (2m) ™% 1in J e xax (9
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w w

= % § dxi_i p(z).cos x(s-1)dz )
m .

= (2/K)1/2 S [(x)].cos x(t-9§“>)dx . ')
2 ,

( ¢(x) je pri tem smerni kot xomplexsnega Stevila P{x)).

Dokaz (8) in (9) je v [11, 12-16. Vsi iavegrali v izreku so
Riemannovi, posebej integral v (10) zaradi leme T.30. V (9)
smo upofitevali, da je p(t) = é{}}ft plr) + %%Pt pCrﬂ po
definiciji 5. Formuli (10) in (11) sledita iz (9) z uposte-
vanjem Lulerjeve formule, formule (5) ter sodosti oziroma
lihosti kosinusa in sinusa, pa Se formule (Bj, iz katere sle-
di, da sta |P(x)] in ¢(x)/x sodi funkciji.
Formula (10) je ena od oblik TFourierjevega izreka.

Za bioﬂoéko rast bbmo torej uporabljali formule.(9),
(10) in (ll)/takﬁne, kakrine so, le notranji integral v (10)
bo imel kondni meji - od Z do K. Vendar pa le velja za 'bio-
logko rast neksaj vel kot za poljubno rast s pogojem p'e BV,
Ker.je vsaka funkcija iz BV omejena, je pri bioloski rasti
p ¢ LYR) N L2(R) . 0d tod pa sledi Parsevalova enalba
in p e LAR) - |

Kako pa je z zvesnostjo Fourierjeve transformacije?
(T.52) Ce konvergira zaporedje rastnih funkeci] T, PO todkah
k rastni funkciji r, kjer le je ta zvezna, konvergira
zaporedje njihovih karakteristiénih funkcij enakomerno
na vsakem konénem intervalu k uétrezni karakteristicéni
funkciji.
Ce konvergira zaporedje prirastnih funkci] Phn nekih

zveznih rasti po normi prostora ifl(ﬁl) k funkciji p

(ki je olitno spet pfirastna funkcijal), velja isti
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zakljulek.
Dokaz najdemo v [2], 231-233 in v [10], 109, 110.
PPoglejmo formulo (11) z odmi fizikal! Funkcijo P smemo

imeti tedaj za vsoto valovanj, ki imajo amplitude

) =m0 , a0) =V, (12)
valovne dolZine 27/x = T(x) ’ (13)
__in fazne prgmike Alx) = f(x)/x (v desno). _ (114-)'

Ce ima |B(x) v todki x izrazit maksimum, lahko zato skle-
pamo, da je rast opaznoﬁperibdgéna s periodo 2R/x° in imé
najmoénejde prira3anje pribliZno v toékah‘[?(xo)+2kﬁﬂ/xo s
najSibkejSe pa pribliZno v tolkah [?(xo)+(2k+l)k]/xo .

Ce je amplituda A(x)= 0, A(x) ni definiran. Prav tako
ni definiran A(O). Dd pa se v nekaterih primerih (na primer

pri omejeni rasti) izradunati:
1 ¢ -
lin A(x) = 2. [ t.p(edav . (15)
XNo V%
Se dva primera prirastnih funkcij iz BV za konec!
Yrimer 6. Funkcija p naj izpolnjuje Dirichletov pogoJ: odse-
koma (to je na kondno mnogo intervalih) naj bo zvezna
in monotona. Tedaj je p € BV. Vsaka faza take rasti

‘je kondna unija disjunktnih intervalov, de le ni ¢.

A

2
irimer 7. p(t) = V.(27t)—1/2.e"t./2,. P=p, A=0,

. 2 . :
Ax) = X.e‘x /2 z edinim maksimumom pri x = O .

&

6. PRINER: DEBELINSKA RAST DREVESA

Pozno Jjeseni ali pozimi smo podrli zelo staro, prak-
tiéno Ze odmrlo drevo in predteli ter izmerili branike na &inm

niZjem prerezu. Nizek prerez vzamemo zato, da ne zgubimo po-
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datkov o rani mladosti rastline; staro drevo pa zato, da lah-
ko opazujemo cel potek njenega Zivljenja. Rezultat meritev je

tabela 3irin branik od sredine navzven

Podatki. Stevilka letnice 1,2, «ee 4y n
Sirina branike Pl Poy ese s Py

Predpostavka l. Rast je biolodka.

Poteka debelinske rasti v teku enega leta ne poznamo.

0d prirastne funkcije imamo torej le naslednji podatek:

k .
P =d | P()at = 200 - x(e-1) | w

Iz tepma sledi, da bodo rezultati, ki jih nameravamo dobiti,
smiselni le za obdobja, ki trajajo celo Stevilo let.

Predpostavka 2. Najmanjsa smiselna asovna enota je leto.

Brez oklevanja lahko napiSemo zaletek in konec rasti:

Regzultat 1. Z =0 , K =n . . (2)
Vse ostale rezultate bomo prikazovali le na intervalu

[O,qg. Najpre] si oglejmo rastno funkcijo r in kondno velikost

-V = r(X).

r(k) = fkp(t)dt = }_151 ip(t)dt = 21(: Py
) i=1 i-1 i=1
Rezultat 2. r(k) = 2%] P; » k=1,2,..0yn (3)
i=1
r(0) =0, V = r(n) (#),(5)

Vrednosti r(k) so eksaktne, vkolikor privzamemo meritve za

todne.

Prirastna funkcija p je odvod rastne funkcije. Vendar

ne bomo rastne funkcije numeriéno odvajali, ampak se spomni-

mo formule (1): P Je povpredni prirastek v k-tem letu. Zato

bomo zapisali:
Rezultat 3. p(k - 0,5) = P » k=1,2,...yn (6)
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Te vrednosti seveda niso vel eksaktne. S dasom k - 0,5 smo
formalno sicer kr$ili Predpostavko 2., vsebinsko pa prav nid.
Vitalnost v, ki Jo kaZe nek prirastek Py» ima drevo

Zze v zaletku k-tega leta.

Rezultat 4. v(k) = lOOpk+l/r(n) . k=0,1,..;,n-l ; (7)
v(n) =0 . ' : (8)

Formule (8) ne bi smeli napisati, &e ne bi veljala %e a pri-
ori in bi Jo morali Sele radunati.

Rastni pospeSek q je odvod prirastne funkcije. Zaradi

netodnosti funkcije p in slabe pogojenosti numericénega odva-
Janja sploh bo rastni pospefek zelo nenatanen in nima smi-

sla pretiravati z natandnostjo formul za numeridno odvajanje.
Ker pa je q pravzaprav tudi neke vrste mera za vitalnost ali

toéneje za njeno spreminjanje, ga tabelirajmo podobno kot vi-

talnost.
Rezultat 5. q(k) = Prs1 ~ Pi o K=1,2,...,0-1 . (9)

Subjektivni as naj ima za osnovo funkcijo g iz Pri-

mera 1. (2. razdelek), ker je radunanje z njo zelo preprosto.

Rezultat 6. Sg,r(k) = %2.tg Zy : (10)

2. = T[r(k)/r(n) - 0,5] , k=1,2,...,0-1 ; (11)
Sg,r(O) = -0 3 Sg,r(n> =00 . (12)
Vse vrednosti so popolnoma todéne.

Povpredni prirastek: p(t) = r(t)/t za t#0 . Kondni

povpredéni prirastek D je vrednost funkcije D na koncu rasti

in ima pomen povpredne debeline letnice. Potemtakem velja

disto natanéno (zaradi (3) ):

Rezultat 7. p(k) = r(k)/k , k=1,2,ee0,0 (13)
.p(0) =0 3 D =r(n)/n . (14),(15)
Rastni potencial: p*(t) = (V - v(£))/(X - %) (16)
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za t # K . Spet torej velja eksaktno (po uporabi (2), (3) in
(5) ): '
Rezultat 8. p"(k) = [r(n) - r(k)]/(n = k) , k=0,1,.v.,0-1 3 (17)
p*(n) =0 . (18)
Glede faz najprej pribijmo, da bo v posamezno fazo za-
radi Predpostavke 2. sodilo vsako leto celo, &eprav dejansko
ni tako. Vresnici je nekako tako, da se leto razdeli na zapo-
redje faz IOTS, desar pa 2z nadimi podatki ni mogode ugotav-
ljati. Ker je izradunana vrednost prirastne funkcije v res-
nici povprelje prirastne funkcije v danem letu, moramo tudi
povpredni prirastek in rastni potencial gledati na isti na-

¢in. Uvedli bomo torej dve seriji novih kolidin:

- k - * k *
By = kfl B(t)dt  in  pY = kSl p*(6)at , k=1,2,...,0. (19)

Oba integrala lahko seveda ocenimo le v grobem, najbolj pri-
merno bi bilo takole:
By = [PGe-1) + 5(x)]/2 in pff = [p*(x-1) + p*(k)]/2 . (20)
Vstavimo v obe formuli (13), (17) in (3), definirajmo Se:
8 = Py - ﬁk in b = p - D, (21)
pa dobimo:
Rezultat 9. &, 20 & b, <0 inicialna

8 Z0 & bk:§ 0  optimalna

8, <0 & by 2 0 terminalna

a, <0 & b, < O stacionarna

faza na intervalu D@quJ y k=1,2,...,0. Pri tém~je:

o = 2= U leny - 2] o5 a0 sy
2k.(k - 1)
b, (2n - 2k + 1).[(n—k).pk - r(n) + r(ki]’ (2u)

2.(n - k).(n -k + 1)
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k=l,2,0eeyn~1 3

b, =7p,/2 . . (25)

- Po formuli (12) iz razdelka 4. je koeficient elastid-

nosti: Er(t) = p(t)/p(t) , &e je le p zvezna funkcija. Isti
premislek kot prej nas napoti na formulo:

5,36 = p/By - (26)
Rezultat 10. Er(k - 0,5) = pk/(pk - ak) y k=1,2,40e,n. (27)
a, so dani s formulama (22) in (23).

Na vrsti je Se karakteristidna funkcija. Ker bomo upo-

rabili formulo (5) iz razdelka 5., spet zaidemo v tezave, saj
ne poznamo funkcije p v teku enega leta, obenem pa ni mogode

dati kakrsnekoli pametne ocene o integralu
k

f X S(t)at .
kel

Izrekoma T.28 in T.29 .o konvergenci rastnih funkcij smo
se lahko izognili, ker imamo funkcijo r v posameznih todkah
eksaktno izradunano. Nikakor pa ne moremo ignorirati izreka
T.52 , saj se izradunana funkcija p lahko v metriki prostora
étl(ﬁl) bistveno razlikuje od dejanske. Toda celo &e bi imeli
podatek o vrsti drevesa, ki ga opazujemo, ter o njegovem ras-
tis8¢u, verjetno ne bi mogli bistveno izboljSati tele predpo-
stavke: 2p, 3 k=1 <t < k-0,5

p(t) =<0 ; k-0,5 <t <k 7 (28)

k=1,2400.40

Predpostavili smo torej, da drevo prvo polovico leta enako-
merno raste, v drugi polovici leta pa podiva. To je smisel-
no, ker se samo po sebi razume, da se nade leto ne zadne z
januarjem, pa¢ pa s povprednim pomladanskim prebujenjem dre-

vesa. Tukaj tudi postane jasno, da bi morali v Rezultatu 1.
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postaviti: K = n -~ ¢ , pri ¢emer je ¢ pribliZno 0,5. V skladu
s Predpostavko 2. bomo pa to zanemarili.

Uporabimo torej (28)'

n
f)(X) - 2(2%)-1/2 Z k S ltX
k=1 k-1
~ ~1/2 -1 . X o= (k-0,75)ix
= 4(27%) X “sing z;: Py e ’ . (29)
Uvedimo dve novi funkciji:
n
u = E:: Py -cos(k-0,75)x , ' (30)
k=1
n
v = z:: pk.sin(k—0,75)x . (31)
k=1

Preden nadaljujemo, se vprasajmo, na kaksnem intervalu
je karakteristicéna funkcija sploh zanimiva. NajmanjSa perioda,
ki po Predpostavki 2. Se pride v postev, je 1 leto, celo Ziv-
ljensko dobo pa imamo lahko za polovico najvedje periode. To~

rej je: 1 £2%/x £2n oziroma

T/n £ x & 2%, (32)
Na tem intervalu je: sin% 2 0 . Uvedimo e novo spremenljiv-
ko 2z = x/2% , pa lahko povzamemo
Rezultat 11. T(z) = 1/z ( 1/(2n)g z £1 ) (33)
S nlt—zn ol
A(z) = =2 a2() + vP(2) , A0) = L (34),(35)
2
tg ¢(z) = v(z)/u(z) , () €[0,2%) (%6)
alz) = ¢(z)/(2nz) € [o 2(z)) (37)
Pri tem je: u(z) = ZE: Py - cos(4k- 5) (38)
k=1
1 . ®z
v(z) = Z Py sin(4k-3) 5= (39)

k=1
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Velja Se: A(1) = 0,25 , A(1l) = 2v/a?, (40)

. |
lim A(z) = 2.5 'kp, - 0,75 , 41)-
zi?o z 3 E;; Py 75 (41)

Takoj opazimo, da ima 1im A(z) precej podobno vlogo, kot
Z WO

matematidéno upanje v teoriji verjetnosti.

Dodajmo Se, da se da s temi podatki periodidnost dolo-
¢iti Se na en nadin, ki je manj eksakten, pa precej bolj eno-
staven. Ce je funkcija p oggutno periodiéna s periodo T, po-

tem ima funkcija fi(t) = zz: p(t+k.T) (¢t €[0,T) ) (41)
’ k=0

zelo velik razpon med svojo spodnjo in zgornjo mejo. Ce iz-
ra¢unamo ta razpon za vse funkecije fT y kjer je T ne preved
veliko naravno 8tevilo, lahko izberemo najbolj izrazite pe-
riode. Lega vsakokratnega supremuma pa je ravno fazni premik
A. Tako dobljeni rezultati se kar dobro ujemajo z rezultati
dobljenimi s Fourierjevo transformacijo, toda razumljivo le
za tiste T, ki so majhni v primerjavi z Zivljensko dobo.

Za konec naj omenim, da se vitalnost in faze ne ujema-
jo z obidajnimi gozdarskimi definicijami. 'Zato naj poudarim,
da se vse kolidine, ki smo jih tukaj sredali, nanadajo izklju- .
¢no na kolidino, ki jo merimo in obravnavamo, ne pa na celo-
ten subjekt. Tako se lahko primeri, da ima drevo v "najlep-
8ih letih" terminalno fazo rasti in vitalnost blizu O za vi-~
Sinsko rast, kar pa Jje le navidezno nepravilno. Kajti tudi
pri ¢loveku Jje terminalna faza visinske rasti v obdobju, ko
se ¢lovek Sele bliZa svojemu vrhuncu.

Tudi izbira dasovne enote je pomembna. Opis rasti dre-
vesa po dnevih bo dal popolnoma razlicéne rezultate na manj-
$ih intervalih kot letni opis. Tako lahko pridakujemo obicaj-
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no zaporedje faz IOT Sele, Ce bo Easovna ehota najman]j de-
setletje, pa Se to le pri neproblematiénem drevesu. Vpliv iz~
bire éasovne enote se zabriSe Sele na dasovnih intervalih, ki
so mnogo vedji od te enote. Zato ne smemo privzeti niti pre-
velike enote, kilnam prevel zmanjSa informativnost rezulta-
tov, niti premajhne enote, ki pa povzrodi, da zaradi dreves

ne vidimo gozda - kot pravi pregovor.
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UBER WACHSTUMSFUNKTIONEN

Zusammenfassung

Rastne funkcije definiramo kot porazdelitvene funkcije,
pomnoZene z neko konstanto. Posebej definiramo zvezno rast z
absolutno zvezno rastno funkcijo, torej tako, ki je integral
prirastne funkcije. Uvedemo Se povpredni prirastek ter rasni
potencial kot povprelni prirastek bodode rasti. V prvem raz-
delku pokaZemo osnovne analitidne in topolodke lastnosti teh
funkecij.

V drugem razdelku diskutiramo o nadinu priraséanja
rastne funkcije. Ta nadin kaZe nek analitidni razteg rastne
funkcije, ki ga imenujemo subjektivni &as.

Tretji razdelek je posveden izpeljavi osnovnega izreka
o konvergenci rastnih funkcij: zaporedje rastnih funkcij zve-
znih rasti konvergirajo proti prav taki funkciji, e je total-
na variacija razlike dveh dovolj poznih &lenov poljubno majhna.

Biolo8ko rast definiramo najprej kot &asovno omejeno
rast, ki je zvezna in ima prirastna funkcija omejeno totalno
variacijo. Rastni pospeSek je odvod prirastne funkcije. Vital-
nost je sorazmerna s priratkom. Definiramo He faze rasti:
inicialno, optimalno, terminalno in stacionafno; kjer je pri-
rastna funkcija vedja od povprelnega prirastka, je inicialna
ali optimalna faza, kjer pa je velja od potenciala rasti, je
optimalna ali terminalna faza. V nadaljevanju tega razdelka
pokaZemo spet analitidne in topolodke posledice definicij ter
dokazemo, da iz zveznosti prirastne funkdije sledi obicajno
zaporedje faz: inicialna, optimalna, terminalna. Omenimo Se,
da Jje koeficient elastidnosti rastne funkcije v tesni zvezi
s fazami rasti.

V petem razdelku si ogledamo Fourier - Stieltjesovo
transformiranko rastne funkcije in pokaZemo, da ekstremi nje~
ne absolutne vrednosti kaZejo periodiko rasti. Ob tem se iz-
kaZe, da bi bilo ugodneje definirati biolofko rast bolj spe-
cialno, kot dasovno omejeno zvezno rast, katere prirastno
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funkcijo lahko razrefemo na konéno mnogo delov, na katerih
je zvezna, monotona in omejena.

Sesti razdelek Je primer in sicer letna debelinska
rast drevesa. Izpeljane so numeridne metode za izradun omen-
Jenih kolidin iz osnovnih podatkov. Med drugim je podana Se
ena metoda za dolodanje periodike rasti.
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