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$TIRI POSPLOSITVE PORAZDELITVE BETA
Anton CEDILNIK 1
Tzvlecek

Porazdelitve, opisane v tem sestavku, imajo isti kompleksno analiti¢ni funkcijski izraz kot
obitajna porazdelitev beta, nosilci pa so omejeni, na eno stran omejeni ali neomejeni inter-
vali. Te porazdelitve analiziramo, izratunamo momente, dologimo racionalne transformacije
in izpeljemo e nekaj limitnih izrekov.
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Abstract

The distributions, described in the article, have the same complex-analitic functional expres-
sion as the usual beta distribution law; however, the supports are bounded, one side bounded
or unbounded intervals. We analyse these distributions, calculate the moments, determine
rational transformations and deduce some limit theorems.
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1. UVOD

Pomembnost porazdelitve beta v gozdarskih in nasploh bioloskih vedah je nesporna,
ker ima nasproti normalni porazdelitvi (katere uporaba je pretirana) kar nekaj pred-
nosti. '

Prva prednost je njena omejenost. Mnoge koli¢ine v biotehniskih vedah so omejene,
vendar jim prilagajamo normalno porazdelitev zaradi domnevne podobnosti, ker so
njihovi histogrami paé znatilne "zvonaste” oblike. Porazdelitev debelin dreves je e
taka koli¢ina, ki pa je brez dvoma omejena tako navzgor kot navzdol. Seveda je res, da,
gre normalna porazdelitev dale¢ pro¢ od srednje vrednosti zelo hitro proti 0, vendar
se vseeno sli§i groteskno, da je verjetnost za, na primer, negativno debelino drevesa
nenicelna.

Druga prednost beta porazdelitve je nesimetri¢nost poljubne stopnje. Ze omenjena
debelina drevesa je znacilen primer slu¢ajne spremenljivke, ki je v nekaterih (naravnih)
sestojih asimetri¢na v desno, v drugih (redenih sestojih) pa v levo; prilagajanje
take porazdelitve na Prokrustovo posteljo normalne porazdelitve pomeni hudo izgubo
informacije, da o dvomljivih rezultatih niti ne govorimo.

Naslednja prednost beta porazdelitve so parametri. Ze osnovna porazdelitev beta ima
dva, afino deformirana pa ima kar $tiri in vsaj dva sta zelo preprosto obvladljiva, kar
pa njune uéinkovitosti pri prilagajanju prav ni¢ ne zmanjsa.

Eksponentna parametra imata, resnici na ljubo, to slabo stran, da povzroéita hudo
neelementarnost porazdelitvene funkcije; izraza se namre¢ z nepopolno funkcijo beta,
ki je precej bolj sitna kot Gaussov integral (oziroma funkcija napak) pri normalni
porazdelitvi.

Posploseno porazdelitev beta, natanéneje, njeno gostoto verjetnosti bomo definirali z
istim izrazom, s katerim je definirana navadna porazdelitev beta, le da bodo parametri
v splo$nem poljubna kompleksna stevila, nosilec gostote pa bo kateri koli interval
med singularnimi tockami. Kot kompleksna analiticna funkcija je torej gostota za
vse posebne primere ista. Ti posebni primeri so $tirje: navadna beta porazdelitev,
ena navzdol neomejena, ena navzgor neomejena in e ena na obe strani neomejena.
Izkazalo se bo, da smo tako dobili tudi Snedecorjevo in Studentovo porazdelitev, kar
kaze na intimno zvezo med temi porazdelitvami.

Vse stiri porazdelitve bomo podrobno opisali in izra¢unali njihove momente. Raziskali
bomo, kako se porazdelitve spreminjajo, e sluéajne spremenljivke utrpijo racionalno
transformacijo. Videli bomo, da so prvi trije posebni primeri, omenjeni v prej$njem
odstavku, v tesnem sorodstvu, zadnji, neomejeni tip pa racionalne transformacije
v splosnem ne povezujejo s prej$njimi. V zadnjem poglavju bomo izpeljali limitne



206

Zbornik gozdarstva in lesarstva, 41

izreke za obravnavane porazdelitve. Limitne porazdelitve so gama in njej sorodne
porazdelitve ter normalna porazdelitev.

2. DEFINICIJA PORAZDELITVE BETA
1. DEFINICIJA

Posplosena porazdelitev beta je zvezna porazdelitev, podana z gostoto

p(:c):{ 64(:c~—p)“(w—q)b , t€DCR }

, te€R-D (1)

Pri tem so A, p, ¢, a, b kompleksna stevila, p,q ¢ D, D pa je odprt interval, katerega

Stevila A, p, q, a,b in obmoéje D morajo biti seveda izbrani tako, da je funkcija p(z)
za vsak = € R realna nenegativna in da je

AfE-pre-ad =1, @)
Najprej uveljavimo zahtevo po realnosti funkcije p(z) na D.
p(z) = A-expla-Ln (x—p)+b-Ln (x—q)] (3)
Ln (x —p) =Ln (x —p1 —ipz) = %ln[(x —p1)® 4 p3l +iArg (x — p1 —ip2)
Ln (x— @) = 3 nf(x — a1)° + 3] + iArg (x — a1 — iqy)

a-vL'n (x—p) + b-Ln{(x—q) = Ri+iRy =

= (garinl(e ~p1)* + 9] — azArg (x — p1 — ip2) +

+%b1 In[(z — q1)* + q3] — baArg (x — q1 —iq2)) +

Fi(arArg (x~ pr — ip2) + gaz Inl(x — p1)? + pE] +
+biArg (x — a1 —iq2) + %bz Inf(x - a1)” + qg] (4)

p(z) = [(A] cos Ry — Az sin R) + i(A; sin Ry + Ag cos Ry)] - exp Ry (5)
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Zahteva po realnosti je torej na D:
ArsinRy + Agcos Ry = 0 ' (6)

Ker je ta izraz konstanten na nepraznem odprtem intervalu, je njegov odvod tam

enak 0: iR
(A1 cos Ry — Assin Ry) - 7;2- = )

Recimo, da je Ajcos Ry — Azsin Re = 0 za nek @ € D. PomnoZimo to enaébo z A;
in enatbo (6) z Ay pa dobimo: (A? + A%)cos Ry = 0, kar da: cos Ry = 0, saj je
nujno A # 0 in z njim tudi: |A[2 = A? + A2 # 0. Potem pa iz obeh pogojev dobimo
se: Arsin Ry = —Agsin Ry = 0, kar da Se: sin Ry = 0 in s tem protislovje. Torej je
povsod na D:

dRy;
& = ®
Ker je:
arctan ’;)‘ - 5+2knr , pu>0
Ly ) 2kw , k=0 , z—A>0
Al‘g(X—/\—l/l)— 7|'+2k7|' , /tZO , 1____/\<0 ,kEZ, (9)
arctan ";)‘ + 242k , p<0
iz éesar dobimo:
4 prg(x— A —ip) = —F (10
dobimo iz identitete (8) naslednjo identiteto:
as® + ayps — aspr . box + biqy — baqy —0 (11)

(. —p1)?+p3 (z—q)*+43

Ce pomnozimo enaébo z obema imenovalcema, dobimo na levi polinom, katerega vsi
koeficienti morajo biti enaki 0. To nam da $tiri enache:

2+ by =0 (12)
a1pz — aapy — 2a2q1 + bigz — bagy — 2b2p1 =0 (13)
— 2a1p2q1 + 2a2p1q1 + a2q} + azqd — 2b1p1gz + 2baprg1 + bopt + bopt =0 (14)

a1p2q; — @2p1q; + @123 — a2p1; + b1pige — bapiqs + bipagz — bapiqn =0 (15)
Upostevajmo (12) v (13):

az(p1 — q1) = —a1p2 — biqe (16)
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To vstavimo v (14):

az(p5 — ¢3) = (P — q1)(a1p2 — biga) (17)

Pomnozimo to enacbo s (p; — ¢1) in upostevajmo (16):

(a1pz + b1g2)(P} — @) = (p1 — 1) *(—aip2 + biqz) (18)

Sedaj pa (16) pomnozimo s (p1 — ¢1) in iz dobljenega ter iz (17) izracunajmo:
= 2p1 — q1)bigz = as(p1 — ¢1)* + (93 — 3)] (19)

—2(p1 — p)apz = a3f(p1 — q1)% — (5 — ¢3)] (20)

(15) pomnozimo z —2(p; — q1) in upodtevajmo (19) ter (20):

a[(p1— q1)" + (P2 + ¢2)°] (o1 — 1)* + (12 — ¢2)?} = 0 (21)

Sedaj pa napravimo analizo vseh moznosti!

1L m#a
az = by = 0 (sledi iz (21)), a1pz = bigz = 0 (sledi iz (19) in (20)).

(1.1)  p2#0,¢2#0. ag=b;=0
(1.2) p2#0,42=0. a;=0
(1.3) p2=0,¢2#0. by =0
(1.4) p2=¢2=0.

(2) P1 = q1. .
a1p2 + biga = 0 (sledi iz (16)), az(p"z" — q%) = 0 (sledi iz (17)),
a1p2(p? — ¢2) = 0 (sledi iz (15)).

(2.1) pa#Eg2.  ax=br=aipz =big2=0.
(2.1.1) p2#0,¢2£0.  a; = b =0.

(2.1.2) p2#0,¢2=0. a;=0.

(2.1.3) p2=0,¢2 #0. b, = 0.

(2.2) p2=q
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(2.2.1) ps #0.

b=~

(2.2.2) p; =0.
(2.3) P2 = —q2 # 0. b] = aj.

Postavimo: A = |A|exp(iArg A). Za z € D je tedaj:
p(z) = |A|lexpi(R2 + Arg A) -expR;.

To pa pomeni, da je moZno Arg A izbrati tako, da p(z) ne bo samo realna, paé pa
tudi nenegativna funkcija, ne glede na to, kaksen je sicer' Ry. Poslednji kritrij je tedaj

normativni pogoj, ki dopusti nasledje tiri moznosti:

pz) = Alpr—2) (g -2, -—co<z<p<q (22)
plz) = A@-p)" (@ -2)", m<z<q (23)
p(z) = A@-p)"(@-a)", p<p<z<oo (24)
p(z) = Az —p1—ip)® % (2 — py +ipy) i

= A'l(z —p1)? + pE]* - exp(—2ay arctan d ;2171 ), (25)

S primernim preimenovanjem parametrov dobimo konéne oblike teh stirih porazdeli-

tev:

Bi(p,g,a,b): pi(z) = Az - p)* Mg —-=2)"!; p<z<yq (26)
_ I'(a+b
a>0,b>0,A= (q__p)aq.(b-T)p(a)p(b) (27)
—z a—1
Ba(p,g,a,b) 0 pa(e) = AE=Hm; —co<z<p<y (28)
— (g=p)°T(a+b ‘
a>0,b>0, A= 7t (29)
Ba(p.q,0,8):  pale) = AEH G g<p<a<oo (30)
_ (p—¢)’T(a+b
a>0,b>0, A= Bt (31)
Bs(p,q,a,b) 1 pa(z) = ACLP&MLE&‘LH; —00 < & < 00 (32)
[(pz—q)2+1]
(L>0,p>O,A=F;(Bm (33)
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Pri tem smo izhajali iz naslednjih rezultatov:

/0 2%~ Y(1 - )~ 'dz = B(a, f) = EI‘g(itjt)_-[}‘-(_,g)2 o
(oz > Oaﬂ > 0)
s s — )BT (o
</r (z —7r)%(s — 2)Pdz = ( ) [« S-(ﬂ i ;;F(ﬁ = )

(a>~-1,8>-1,r<s)
Integral (35) s substitucijo 2 = r + (s — )t prevedemo na integral (34).

" — )P (a4 ) (~a - B —1)
r-a:“s—-—:cﬁd:c:(s r) 36
DX — (36)
(a>-1l,a+8< —1,7r<5s)
Integral (36) s substitucijo £ = =% prevedemo na integral (34).
oo _ pYa+p+1 1 —o—f -
/ (2 = 1)*(x — 8)Pde = =TT+ DM(za = f - 1) (37)
s l(—-a)
B>-lLa+p<-1,r<s)
Integral (37) s substitucijo & = —t prevedemo na integral (36).
o exp[barctan(pz — q)](z — I)"
/ sy dz =
o0 [(pz —q)* +1]=
1 5 a—n—1¢_: n 1
= .P"T/—g e?*(cost)* " (sint)"dt = WFn(a,b) (38)
(p>0,0<n<a)
Pri tem smo uporabili substitucijo pz — ¢ = tant.
Integrirajmo obe strani naslednje enacbe od —% do 7!
d bt a—n—2¢_: n+1
a[e (cost) (sint)**'] =
= be?*(cos t)* " 2(sint)" ! — (a — n — 2)e**(cos t)* " 3(sint)"+2 4
+(n + 1)e**(cost)* " 1(sint)™ (39)

S preureditvijo dobljene enacbe tedaj ugotovimo:

—n

b n+1
Fn+2((l, I)) = ;l—-—_—.an,H(a, l)) + an((L,b) (40)
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V naslednjem integralu uporabimo substitucijo»t = -z
0 x
/ e’ (cost)*~1dt = /2 e~% (cos 2)* " 1dz (41)
-5 ) 0
To nam da: .
Fo(a,b) = / (e + e=)(cos t)*=1dt = Fy(a, —b) (42)
0
Integrirajmo od —% do 7 $e obe strani naslednje enagbe!
%[ebt(cos £)*~1] = be?(cos t)*™! — (a — 1)eb*(cost)* % sint (43)
S preureditvijo dobljene enatbe se uvidimo:
b
Fl(a,b) = a— ng(a,b) = -—Fl((l,—-b) (44)

Ce imamo rezultat (42), nam enaébi (40) in (44) induktivno data Fy,(a, b) za poljubno
naravno stevilo n.

Fa(a,b) = H%Fg(a,b) (45)
Fy(a,b) = 2 +3a-5) Fo(a, b) (46)

(a—1)(a—-2)(a-3)
b + 2b%(3a — 7) + 3(a® — 4a + 3)
(a— 1)(a - 2)(a~3)(a—4)

Ce upostevamo: (sint)? = 1 — (cost)?, je:

Fk(a,b) = Fo(a,b) (47)

x

Fy(a,b) = /2 e’ (cost)*~3dt - /2 e’ (cost)*~dt = Fo(a — 2,b) — Fo(a,b) (48)

-Z
2

Od tod sledi za vsak a > 0:

Fo(a+2,b) = a(a+1)

= e pP@h (49)

To pa Ze tudi pove, da se splaca tabelirati funkcijo Fy(a, b) le na obmoéju
2<a<4,b>0.

Povejmo &e nekaj preprostih lastnosti funkcije Fo(a,b) !

6F0(a, b) >

6F0((l, b) )
b <

Fo(a,b) > 0, 0 2ab>0, —= 0. (50)
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lir% Fo(a,b) = o0, lim Fy{a,b) =0, blim Fy(a, b) = oo.
a—r a—oQ —_ 0

2a—}r(%)2

Fo(a,O) = F(a)

Fo(1,b#0) = %(e% — e %), Fo(1,0)=n

1 x .
Fo(?,b) = bT-;—l(e—?h + G—Tb)

2 . fud ]

Fo(3,b#0) = m(eT —e™ %), Fo(3,0)= % :

' 6
(%2 + 1)(b2+9)

x _ =
(82 +e 2

Fo(4,b) = )

(51)
(52)
(53)
(54)
(55)

(56)

Nastejmo za konec razdelka tiste porazdelitve izmed najbolj pogosto uporabljenih, ki

so posebni primeri porazdelitev B,-(p, q,a,b)!
Enakomerna zvezna porazdelitev: Bi(p,q,1,1)
Arkussinusna porazdelitev: B;(0, 1, %, —;—
Porazdelitev beta: 8(a,b) = B1(0,1,q,b)

Wignerjev polkrozni zakon: By(—r,7, %, %
Snedecorjeva porazdelitev: F(g, h) = B3(0, —%, 2,5y

Cauchyjeva porazdelitev: B4(p, ¢, 1,0)

Studentova porazdelitev: S(f) = B"(\/_lf’ 0,f,0)

3. OPIS PORAZDELITVE BETA

(A) B](p,q,(l,b)

00, a<l o0, b<1
lim py(z) = q—b; a=1 li/rr;pl(:l:): 2 b=1

TP 0, b>1

(57)



213
Cedilnik, A.: Stiri posplositve porazdelitve beta

—00 a<l 00, b<1

b!l—b,! _ a{a—1 _
(4-p)*’ a=1 . (¢=p)*? b=
lim p}(z) = 00, l<a<2 lim pi(z) = —o0, l<b<2.
z\p b(14b) a=9 /9 a(za=1)
(g—-p)*° - ) CELE =
0, a>2 0, b>2
' (58)
Ekstrem funkcije p;(2) na intervalu (p, ¢):
1. a< 1&b <1 = minimum
_ (-ag+(1-0b)p
v 2-a—b (59)
_ Tla+b)(2 —a—b)2—?
O O (0)
2. a>1&b>1=— maksimum :
_(a=Dg+(b=1p
= a+b—2 (61)

ac<i b<1

:\ /;
' ]
H !
'
] !
L - ~
] |
1 bsiz=a a<iz=h
b>1
L%—a:;:b—%&—"—
q9-p 'q-p =1
!
{
f
]
]
]
]
)

]
1
1
| a=i<h a>1=h 1
i | bars
] ' a<i |
! 1<a<2  1<bg2 ! i
I ! a1 |
v/ a=2 b=2 ! i
) a>1 |
! a>2  b>2 1
p
r q ‘
Slika 1 Gostota porazdelitve Slika 2 Porazdelitvena funkcija

B/(p.q,a,b) B(p.q.a,b)
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I'(a + b)(a — 1)3=1(b — 1)

)= = T @TG)(a+ b 2)7-? ¢
(B) ) B2(P’ q,a, b)
o0, a<l
lim py(z) =4 &, a=1 (63)
=/P 0, a>1
00, a<l
b(b41 _
, G- 47
lim py(z) = —00, l<a<?2 (64)
e/ _ b(b+1 =9
(¢~p)*’ -
0, a>2
Ekstrem funkcije p2(z) na intervalu (—oo,p): @ > 0 = maksimum :
. _(at+bp—(a—1)g
v b+ 1 (6)
]
1
!
]
|
1
i
" a<i '
b { remmmmm— oo
ass t9°F a>1 i
1 !
1<a<z | a=i :
a=2 : a<t :
a>2\ ; ;EL

Slika 3 Gostota porazdelitve Slika 4 Porazdelitvena funkcija

B,(p,q,a,b) By(p.9,:a,b)
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_ T(a+b)(a—1)""1(b+ 1)"*!

P(7) = S T@T () (a £ 5o

(C) BB(p»Q7a’b)

Ekstrem funkcije ps() na intervalu (p,o0) : @ > 0 = maksimum :

ps(z)

(66)
a<1
a=1 (67)
a>1
a<l
a=1
l<a<?2 (68)
a=2
a>2
(a+b)p—(a—1)q (69)
I'(a+b)(a—1)"1(b+ 1)*+! (70)

(p — QT ()L (D) (a + b)a+?

Slika 5 Gostota porazdelitve
B_’J(p’q’a’b)

Slika 6 Porazdelitvena funkcija
B3(p,q,8,b)
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(D) B4(p)Q:a)b)

2b

_ p
Ekstrem funkcije ps(z): maksimum pri
T pa+tl g

. p - exp[barctan +1] -
M) DI+ I "

/bmlﬁbm

 q/p

Slika 7 Gostota porazdelitve
By(p,9:3,b)

2. TRDITEV

Simetriéne so le porazdelitve By(p,q,a,a) (sredisée pri (p + ¢)/2) in Bs(p,¢,a,0)
(sredisée pri ¢/p).

Dokaz: Porazdelitvi Bs in B3 seveda ne moreta biti simetriéni. Ze iz oblike po-
razdelitve B; pa vidimo, da je potrebno za simetrijo:

a>1 <= b>1l,a< 1l &> b< 1l Tore ima simetricna porazdelitev razen v
primeru a = b = 1 ekstrem, ki je seveda to¢no na sredini med p in ¢:

(e—1qg+(b-1)p _ _pta
a+b—2 2
O¢itno pa je to tudi zadostno za simetri¢nost.

= aq+bp=ap+bg=(a—-b)(q—p)=0=a=b

Naj bo sedaj z > 0.

1 — 22 1 1—22
l+22>1-22 =1 = -
+z z >‘1+z2 122 (1+z2)2>0
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Nedolo¢ni integral tega izraza arctan z — 14’7 je strogo narascajoca.funkcija. Ker je
pri z = 0 vrednost te funkcije 0 in ker je povsod zvezna, sledi za pozitivne z:

arctan z z >0
14 22

To pa spet pomeni, da je njen nedoloceni integral z-arctanz —In(z?2 +1) za z > 0
strogo narasajoca funkcija, prav tak pa je tudi njegov antilogaritem

e’ arctanz
1422
Pri z = 0 ima ta funkcija vrednost 1, zato je zaradi njene zveznosti in sodosti:

e? arctanz

1+—Z2>1, Vz#£0 (73)

Vzemimo sedaj, da je neka porazdelitev By(p, ¢, a,b) simetricna. Ker ima en sam
maksimum, mora biti:

b
;D4( (———-+1)+c) pq( ( +q)—c) Ve € R.

Naj bo

_ b

" pla+1)
Potem je:

) . barct"m o+l _ p
Fo(a,b) [(Z)z+ 1% Fola,d)
oziroma o
eati”

Ta enaéba pa za (2b)/(a + 1) # 0 nima resitve, kot sledi iz (73). i

4. MOMENTI

(A) Bl (p$ q,a, b)
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()

Z1
22
My

U(Bl (Pa q,q, b))

mga

A(Bl (P, _q) a, b))

(B) BZ(pqua!b)‘

O R O S

“\ (n . I'(a+b)'(a+ k)
0<k)(p"c) k(q_p)kl‘(a)I‘(a+b+}c)

Ll
i}

_ag+bp _
- (L+I) — E(Bl(p)Q7aaib))

_ (aq + bp)? + ag® + bp?
T (a+b)(a+b+1)
ab(q — p)?
@+b52(@+b+ D)

q—p | ab
a+bVa+b41

2ab(b ~ a)(¢ - p)*
(a+b)3(a+b+1)(a+d+2)

2b—a) [Ja+bd+1
a+b+2 ab

ma(z1) =

= D(Bl(p1 9 a, b))

mz(z1) =

Uporabimo (74) in dobimo:

n

ma(c) =y (:) (-D*(p - C)"‘k(q - p)

k=0

Momenti eksistirajo samo za n < b.

a
2 = p=y—(@-p) = E(Ba(p,g,0,b))

-1

« T(a + k)T(b — k)

Zo =

mso

o(Bz(p, ¢, @,b))

msa

A(BZ(p)Q)a>b)) -

(0= Dp—a(g—p)* = (b- 1)p* + a(¢® — p?)
(b—1)(b—2)

ala - —p)?

g—p [ala+b-1)
—2a(a+b—1)(2a+b- 1)(¢—p)?
(=136 -2)(b - 3)

~2(2a+b—1) b—2
b—3 ala+b-1)

(75)
(76)
(77)
(78)
(79)

(80)

(81)

(82)

(83)
(84)
(85)
(86)

(87)

(88)
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(C) Bs(P, qa, b)

Spet uporabimo (74) in dobimo formulo za my,(c), ki je enaka (82); od tod podobnost
ali celo enakost formul pri (B) in (C).

n

_ n n—k P(a+k)C(b — k)
() =3 (&) o-or—e-or T()T()

Momenti eksistirajo samo za n < b.

z1 = p+ b_il_’i'(p_ Q) = E(B3(p,q,a,b)) ‘
, [(6=1)p+a(p—g))*~ (b—1)p* — a(p? ~ ¢%)
2 (b—1)(b—2)
_ ala+b=1)(p—q)? _
me = (b—- 1)2(b— 2) = D(Bg(p,q,a,b))

o(Bs(p,aah)) = P29, felett ) | (59)

2a(a+b—1)(2a+b—1)(p—q)®
O-1)30-2)(b-3)

ABs(pa,at) = 2C0EL l)m 0

(D) B4(p, q, a, b)

m3z =

| Fi(a,b
@)= 5 2 (1) (0= per - i) o)
Momenti eksistirajo le za n < a.
4= S+ =)= B(Bulp,g,0.) (92)
_ a—1)g+8°+(a—1)(1 — ¢*) — 2bq
2 = p*(a—1)(a ~2) (93)
2 4 (g —1)2
m = s = D(Ba(p0,,) (54)

_ 1 [62 + (a— 1)
0(34(}7, 1,4, b)) - p((z _ 1) a—2 (95)
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AB82 + (a — 1)7]
Pa- 1= 2)(a-9
A(Btl(P;‘I»“’b)) = alg):; b2 +a(;_2_ 1)2 ' (97)

mg

(96)

5. TRANSFORMACIJSKI IZREKI

3. IZREK

1. Naj bo X slucajna si)rémenljivka, porazdeljena po zakonu Bi(p, q, a, b). Tedaj

je
Y = X-p
q9-p
slu¢ajna spremeljivka, porazdeljena po zakonu fB(a, b), in
7 - WX —p)
a(g — X)

sluéajna spremenljivka, porazdeljena po zakonu F(2a, 2b).

2. Naj bo X slu¢ajna spremenljivka, porazdeljena po zakonu B;(p, ¢, a,b). Tedaj
je
Y = p-X
qg— X

slu¢ajna spremenljivka, porazdeljena po zakonu f(a,b), in

_bp-X)
7= a-»

slu¢ajna spremenljivka, porazdeljena po zakonu F'(2a,2b).

3. Naj bo X slu¢ajna spremenljivka, porazdeljena po zakonu Bs(p, ¢, a,b). Tedaj

je
X-p
Y=——
X—q
slucajna spremenljivka, porazdeljena po zakonu f(a,b), in
g - X —-p)
a(p - q)

sluéajna spremenljivka, porazdeljena po zakonu F'(2a,2b).
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Dokaz: Dokazimo le 1., dokaza 2. in 3. sta podobna.

_d _d  X-p [0, =2¢(0,1)
pr(z) = %Fy(”)-ﬂp(q~p<”)‘{x, z € (0,1)
N = P <G-pean)= Fx(@-petr) =
_ B _ T(a+b) 23-1(1 = g)b=1
= (-pex(a=pl2+p) = pomgye™ (1-2)
To je gostota porazdelitve By (0, 1,a,b) = B(a,b).
(X z
pz(z) = “P(aiq_;§<m):{g’, :c§8
_d bp + aqz bp+aqz,
A= P < = ) =

ab((l - p) (bp + aqx) _ F(a + b)(E)b a—1
G+az)? btaz ' T(@TG)(E + )+

To pa je gostota porazdelitve

B3(0’_§’a’b) = F(2a,2b). n

4. POSLEDICA

Naj bo X slu¢ajna spremenljivka,

Y = .

aX +p in la J¢]

YX 6 y 5 1#0

Ce je X porazdeljena po zakonu Bi(p, q, a,b), je:

_la=p)Z+(ep+P)
1Wg-p)Z+(p+96)

Ce pa je X porazdeljena po zakonu By(p, ¢, a,b) ali Bs(p, q, a,b), je:

_ (g +5)Z — (ap+f)
(Y4 +6)Z — (vp + 6)

Pri tem je Z slu¢ajna spremenljivka, porazdeljena po zakonu S(a,b).
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5. IZREK

Naj bo Z sluéajna spremenljivka, porazdeljena po zakonu B(a,b).

Y = A +p : Bi(p, A+ p,a,b) (za A>0)
Bi(A+ p,pt,b,a) (za A <0)
Y = MZ7'+p ¢ Bs(A+p,pb,a) (za X >0)
Bo(A+ p,pi,b,a)  (za A < 0)
Y = 51:_1‘22 : Bs(Ap,a,b) (za A > p)
Ba(A, i, a,b) (za A < p)

Dokaz gre podobno kot dokaz izreka 3.

6. POSLEDICA

X : Blad) = 1—-X : B(ba)
X : F(g,hy = X' : F(hyg)

Opomba: 7 nekaj truda sé da ugotoviti, da razen transformacij iz izreka 5 nobena
druga transformacija iz posledice 4 ne da porazdelitve tipa B 3 3.

7. IZREK
) X : B4(p:Qaa)b)
Y = AX+p : Ba(L,H232 qb) (za A > 0)

By(Lx, LIL_Z ,a,—b) (za A < 0)

Dokaz je preprost.

8. IZREK

X : Bi(p,q,a,b), Y =arctan(pX — q).

Tedaj je Y slu¢ajna spremenljivka z gostoto

1 b a—1 T T
_ | man© (cosz)*™!, —Z<z< %
py(2) { 0, drugod
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Dokaz:
n
d d L ©2 3
py(z) = —P(arctan(pX - q) <z)= . 0, z< -3 =
Tl P(x< tan”’—1), -I<z<?l
[ &R, -5 <a <3\ [ ex (ke —F<e<}
0, drugod 0, drugod
n
9. IZREK
X : Ba(p,q,a,0).
Y = MpX—-¢)2+p : Ba(p,pu— A % $) (zaA>0)
B(wu- i 8 (ar<o)
V posebnem je: )
Y = a(pX—-4q)* : F(i, (z)
Z = m—j(l-—z : ( y
PX-q) 2 2
Dokaz: DokaZimo le za A > 0, za A < 0 bi bil dokaz podoben.
pr(z) = £P((pX—q)?< )=
p 0, z<p
= w _xé:<x<mC) N
z< pu
- LIpy (ﬂC) Fx(bC)] e>p [
ZPJX\/z_—T"[pA( )+PX _ﬂ) x> p
0, < pu
|
10. IZREK

Bodita X : y(r,a) in Y : ¥(s,b) neodvisni slu¢ajni spremenljivki, porazdeljeni po
porazdelitvi gama. Potem:
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Moo B3(;Lﬂ-——ab) (A>0)

© Ba(p, ,a ,a,b) (A< 0)
AX4uY . B](

rX+sY { » ,-»a b) ()\S > ,LH‘)
Bl(,,s,b a) (As < pr)

Posebna primera:

(://'Z;f -t F(2a,2b)

r;+sY : ,B((l, b)

Dokaz je povsem klasicen.

6. LIMITNI IZREKI
11. LEMA

Naj bo A € R. Tedaj je (1 + %)b naraséajoca funkcija argumenta b za ‘\b— > —1 in je:

1——§F<

2 1 ANd
2 (i 2 1 >

Dokaz: \
O =0+ +E

d
B0 =05 PP -F -

V oglatem oklepaju imamo funkeijo

. o,
= In(1 -
() = n(1 +2) —
9(0)=0, ¢'(2) >0 za 2>0, ¢'(2) <0 za —1<2<0.
Torej je g(z) >0, V2 > —1, oziroma f(b) je za 4 = 0 narascajoéa funkcija povsod,
kjer je je % > —1.
Sedaj pa izraze v oglatem oklepaju izrazimo z vrstami in dobimo:

d A2 Mgl 20 3a%2 0 463 I
V=t P -grg -t
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. Glede na to, da je LRpS % Je vsota v gornjem izrazu zagotovo med in 2 oziroma

enaka % + 39(b), 19(1?) € (0,1). ’

Za p = 0 je tedaj & f(b) > 0, f(b) je strogo nara$éajoca funkcua zato: f(b) <
limp_, o f(b), kar da:

(1 + —b-)b < 6'\.

Ta rezultat pa takoj izkoristimo za nadaljnji sklep:
za = -”‘—e'\ je .dibf(b) < 0, f(b) je strogo padajoéa funkcija, kar da: (1 + %)b +

23’\b et > e’\ To pa je Ze konéna ocena. M

12. IZREK

Gostota py(z, b) porazdelitve By (p, %, a,b) (za r > 0) po toékah in po norrnibl)'rost(jra
L'(IR) konvergira z rasto¢im b proti gostoti - :

oy = { FEE DT )

0 , z<p

(za p = 0 je to kar porazdelitev y(r,a)); porazdelitvena funkcija porazdelitve
Bl(p,;lf-,a,b) pa po tockah konvergira z rastolim b proti porazdelitveni funkciji

JZ oo P()dt.

Dokaz: Naj bo & > p neko fiksno steviloinb > m =14+2a+r(22-p). Zap<it <z
velja:

Pla+b)(t—p)* ' (z—t)""" oo

T(@)L®)(E —p)ett-1 T(a) (t—p)*le(=P)| =

(¢, 8) — p(t)] = |

- I'(a)

. . T'{a+d (t— b—rt\b—1
Pri tem_)eA—F—(b;ﬁ(ﬁ# e’ p)(s__:;) :

Funkcijo I izrazimo s Stirlingovo formulo:

(t—p)*~le(=Pl|A — 1]

F(ﬂ. + b) — (1 + %)b 1 61(a+b)—7(b)( a+b )a
L@)© —rp)e et JT+% b—rp

kjer je 0 < 7(2) < 13-

W@
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b
Po prejsnji lemi je (1+:,,/b) =1- 2“321:" <1, 9, € (0,1).
1 o e v . .
——=——— je narascajola funkcija argumenta b, zato je
V1ita/b

1 at92
=1-=2<1, 9,€(0,1).
e % 2 € (0,1)

e_l_;b < e"(“'f'b)-"(b) < 612("1""’5 < e—ls

1 L 1 319 ‘

~ T3 — e eT3 — T(a+d)-7(b) _ 3~ :

e % > | 55 ez<1+6b:>e 12b , 93€(0,1).
To pa Se da: e™(@+)-7(0) « 1 4 =
Zlahka tudi dobimo: _

at+b. ., a+rpa : m+a
(o) = 2y < max{1; ()7
r(t—p) P b—r
i p)( -—rt) o (1-555) P(l_ 7»(t—p)),,,,_1
b—rp —r(i p) b—rp

Prvi faktor ima po lemi zgornjo mejo 1 in spodnjo mejo 1 — TT((;”—U’:)L, drugi faktor

. o PEmp)\rp—] s s . .
pa ima za meji lin (1- —r%:-Tpl)rP _1n sicer je 1 zgornja meja za pr— 1 > 0 in spodja
meja za rp— 1 < 0.

Torej je:
2(& 191 3193

)1 - ) AW B()

za p < t < z, pri éemer je Se: 1—%<A(t)<l,

(11.92

A=(1- S+

(1= =B < ) < (14 2B,

Ocenimo sedaj $e zgornjo mejo funkcije py(, b):
m-+a b—rt ,_y

) )

rp

Pl(t,b)<l—:(a—)(t- P (1 +—)max{ (o

T'(t - P) bb‘,-lp

)b_1:(1~ b___l— )b—l

b—rt
b—rp

(
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b—1

b—rp
b—rt 4y _ R(t = p)\p-1
(b YT <1 b1 )

—_— rp _

r

-1
> rmin{1; i }=R>0.
m—rp

Ta izraz je po lemi naras¢ajoca funkcija argumenta b, zato ga lahko navzgor ocenimo
z njegovo limito, ko gre b prek vseh mej, to je z e~ F(=P),

Torej je: .
pi(t,b) < C(t = p)*~te Ri-P),

kjer je C izraz neodvisen od ¢ in b.

Izberimo si poljuben ¢ > 0. O¢itno eksistira tako stevilo M, > m, da iz b > M, sledi
|A=-1]<e.

Najprej vzemimo: ¢ = z. To nam da za b > M, :
Ip1(2,b) — p(z)| < ( )(:c_ p)*~lemrE=P),

kar je ekvivalentno trditvi:
Jim pi(2,8) = p(z).

Znova pustimo ¢ teti od p do z in naj bo b > M..
| mewae= [ pwa =1 [ toie8) - potars <
—00 —00 P

< / " lpa(t, ) = p(O)]dt < < / "t = p)rlemrPeds <
P I(a) P

r® [
<e=—— [ (t—p)le Tl PGt = ¢,
CTRGEE

kar je ekvivalentno trditvi:

T x
Jim / pi(t, b)dt = / p(t)dt

Spet si izberimo ¢ > 0 in naj sedaj ¢ teée od p do oo.
o0

/_°° [pa(t,b) — p(t)]dt < /xlplu,b)—p(t)ldw / pr(t, Byt + / p(t)dt <

x EA

(e 9]
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</ﬂMUqumNﬁ+C/mu—pf”f”“”m+/mpma.

Izberimo najprej = tako velik, da je vsota drugega in tretjega ¢lena manjsa od £/2.
Nato poiséimo tak M s, da iz b > M, sledi:

| men—poi< 5.
P
Tako smo nasli za izbrani e tako stevilo M, s, da iz b > M,/ sledi:

lim [lp1(t,5) — (0 = 0. M
b— 00

13. POSLEDICA

Izrek 12 velja tudi za porazdelitvi: -

s b
&@+n;+

5245 ab),

b)
s b
Bs(p+ E,—;,a,b)
pri 7 > 0 in poljubnem s.

Dokaz: Ce je X : Bi(p, ¢, a,b) slu¢ajna spremenljivka in je

r?

s ' X+w
=X - t = ——
Y +b er 7 —%X’

sta Y in Z slucajni spremenljivki, porazdeljeni po gornjih dveh zakonih; pri tem je

_ bs —rbp? — spr
=
O¢éitno je
imY=1lmZ=1limXx. W
— 00 b—o0 —00

14. POSLEDICA

Na natin, opisan v izreku 12, konvergira porazdelitev F(g,h) z rastoéim h k po-
razdelitvi v(g/2, g/2).
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15. LEMA

Za vsak b € R in vsak = € [0, %) velja:

ch(bz) < (cos :c)_l72

Dokaz: Ta neenacba je ekvivalentna neenatbi
(cos .'c)b2 - ch(bz) < 1.

Za z = 0 velja enakost. Ce pokazemo, da je leva stran neenatbe padajoéa funkcija,
je trditev Ze dokazana.

;ld;[(cos .’v)b2 ch(bz)] = —b%(cos :1:)”2'1 sinz ch(bz) + b(cos x)b2 sh(bz) =

= b(cos m)b2 ch(bz)[th(bz) - btanz]

Recimo, da je b > 0. Potem je predznak odvoda enak predznaku izraza v oglatem
oklepaju.

d? —2b? th(bz) . ..
—_ ) < .
Ta? th(bz) ())? < 0 = th(bz) je konkavna funkcija

d? 2btanz . .

—_— ) = — > .

TaZ (btanz) (cosz)? 2 0 = btan z je konveksna funkcija

d d
. th(bz)|z=0 = ;—i—;(b tanz)|p=0 = b

Zato je btanz > th(bz) in izraz v oglatem oklepaju, z njim pa tudi cel odvod, je
negativen.

Za b = 0 je gornja neenalba trivialna, za b < 0 pa tudi velja, ker sta obe strani sodi
funkciji argumenta b.

Vemo, da velja:
Fo(a,b) > Fo(a,O) (b c lR)

Velja pa Se ena taka ocenal
16. TRDITEV

Za a > b? je: Fo(a,b) < Fo(a —b2,0).
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Dokaz: /2
ke
Fo(a,b) = 2/ ch(bt)(cos t)*~1dt <
0

/2 2
< 2/ (cost)*~1=%"dt = Fo(a—b%,0). W
0
17. TRDITEV

lim vaFo(a,b) =27, VbeR

Dokaz:
VaFy(a,b) > VaFy(a,0) = “\/(IQT(:;‘(“i — V2r

VaFo(a,b) < VaFo(a — b2,0) = , /Ej“b—z\/a —b2Fo(a — b%,0) — V21

18. TRDITEV

Za a ~ 1 je:
Fo(a,2b) ~ 27%(e™/? 4 e~ "/2) Fy(a, b).

Pri tem je ~ ena od relacij <, > ali =.

Dokaz: Zaa~1je 1 ~ (sint)*! za 0<¢ < w/2 in zato:
w/2
Fo(a,2b) ~ / (2" 4+ e72")(cos t)* " (sint)* " dt =
0 .
/2 .
= ‘21_“/ (€2 4 e~ 2)(sin 2t)* 1 dt.
0
To je ob substituciji z = 7/2 — 2t enako:
m/2
2-—a/ (ewb/Ze—bz + e—?rb/2ebZ)(COS Z)a_ldz -
~w/2 )

= 2“‘((3’”'/2 + e_‘"b/z)Fo(a, b). N
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19. TRDITEV

Za vsak a > 0 je
lim 6%~ "™/2Fy(a, b) = I'(a).

b—oo

Dokaz: Naj bo b > 0.

w/2
R(a,b):/ (e“'—i—e‘bt)(g—t)“‘ldt.
0

Substituirajmo:
b(% —t) =z

wb/2
R(a,b) — b—a/ : (ewb/ze—z + e—?rb/2ez)za—ldz —
0
wbf2 wh/2
— b—ae'rrb/2/ Za—le—zdz+b~a/ eze—wb/2za—1dz —
0 0

o0 =] wh/2
= b‘“e"b/2/ 2% e *dz — b"“e"b/2/ 2% te 7 dy + _____19(;1, b) / 2% dz,
0 m 0

b/2
kjer je
e” ™% < 9(a,b) < 1.
o I(a, b)ywrbe
—-7b/2 — —1lg- —_—
b%e / R((‘vb) - F((l) - \/7rb/2 7% e zdz+ e1rb/22aa :

Jim b%e~ "2 R(a,b) = T'(a).

Naj bosedaja>11in b > 0.

Fo(a,b) < R(a,b) => lim sup Fo(a, b)b%~"/% < I'(a).
b—o00
Nato pa vzamemo a < 1 in b > 0.

Fo(a,b) > R(a,b) = lim inf Fo(a,b)b%~ "% > I'(a).

Toda z upostevanjem formule (49) dobimo:

b + (a+1)2
a(a+1)

b2 + (a +1)?

Fola,b) = a(a+1)

Fo(a+2,0) < R(a+2,b).
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o b2 + (a + 1)?
: a,—mwb/2 <
hmbsup b Fy(a,b) < bh_fglo —bza(a )

_T(e+2) _
= m = I'(a).

Torej trditev zagotovo velja za a € (0,1]. Za tak a je tudi:

ba+26—wb/2R(a +2, b) —

_a(a+ 1)b?

pat2 -7b/2 _
Fola+2,0)0 b2+ (a +1)2

b%e~ "2 Fy(a,b) — T(a + 2).

Trditev potemtakem drzi za a € (0, 11U (2, 3].

Sedaj pa naj bo a € (1, 2].
/2
Fo(a,b) > / (e¥ — e ") (cos t)* !sintdt =
0

w/2 » .
= / et (cost)* Vsintdt = Fi(a+ 1,b) = 2Fo(a +1,b)
a

—-m[2

bae—‘lrb/,2Fo(a’b) > lb““e"'b/ng(a +1,b) — l[‘(a+ 1) = ().
a _ a
Trditev sedaj velja Ze na intervalu « € (0, 3].

Dokazimo s popolno indukcijo e naslednjo trditev: Za vsako naravno stevilo n in
vsak a iz intervala (n,n + 1] velja enacba v tej trditvi.

Za n = 1smo trditev Ze dokazali. Recimo, da trditev velja za n < k in postavimo:
n=k+1 Tedajjea=k+1+¢c, c€(0,1].

(a —2)(a — 1)b?

a —1rb/2F b =
b%e 0(a$ ) b2+(a— 1)2

b2~ ™2 Fo(a — 2,b) —
— (a—2){a — 1)T(a — 2) = ['(a). |

V dokazu smo mimogrede srefali poseben primer naslednje neenacbe:

20. TRDITEV

Fo(a,b) > |b!F0((l +1,0), Va>0inVb.

a
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DokaZemo jo na enak naéin, le posebej moramo obravnavati moznosti, ko je b > 0 ali
b<0. '

21. IZREK

Naj bo s > 0 in m poljubno realno stevilo. Gostota ps(z,a) porazdelitve

Ba(1/(sy/a),m/(s\/a), a,b) po tockah in po normi prostora L!(IR) konvergira z rasto-
¢im a proti gostoti p(z) porazdelitve N(m,s); porazdelitvena funkcija porazdelitve
B4(1/(s+/a), m/(s\/a), a,b) pa po totkah konvergira z rastoéim @ proti porazdelitveni
funkeiji porazdelitve N(m,s). V posebnem konvergirata na omenjene naéine gos-
tota in porazdelitvena funkcija porazdelitve S(f) z naraséajocim f proti gostoti in
porazdelitveni funkciji standardizirane normalne porazdelitve.

Dokaz:

1 _barctan( :"7':)

a) — = V@ em (52 =
!p4(t, ) P( )I ng((l b)[( )2+ 1] S\/2—7I‘ I

_ ;222
= é A-1],
. /——27‘_ |A =1

kjer je z = (t —m)/s in

V2m gbarctan(z /@) 1 622/2
\/EFo(a b) 1+ 2 (1 +2 a/2 2/2ya/2’

Vnaprej obravnavajmo samo tako velike a, da je

Vor
VaFo(@) <?

Za |z] < v/a je
. .
tan —| > ——=
| arc an\/al 3/a
za Ja
z| <
ST
pa je Se

barctan(z/V/a) _ 4b29,
e 1+ 33 ¥, € (0,1).
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Seveda pa velja e
ebarctan(z/ﬁ) < e7r]b|/2 (Z c IR)

! 92’ za |z| <@, ¥2€(0,1)
=1- a a, ,1);
Vi+22/a 2a 2
1

<1l (z€R).

V1+2%/a

72 . . ~ .. .
1+ 557/2—2)“/2 je narascajoca funkcija argumenta «, zato je za ¢ > 2

e*’12 2¢*”
R).
(1+ 20 <332 (€W
Za |z] < % pa je
PR ST
(1+ 2Rz~ 1-52 3a
Zato: /
632 2 4z2
T e Hec )
af2
Torej je za |z| < e a2,|b|} = 5@ :
27 4bz191 z 192 4229
A= Ut T - 50 )

Najprej fiksirajmo ¢ in z njim z. Ce gre a prek vseh mej, gre A proti 1 in
[pa(t, a) — p(t)] proti 0, s Cemer je konvergenca gostot po totkah dokazana.

Izberimo sedaj nek fiksen .

>
H

[ mto- | " pwdit < [ Ipato) — plolit <

— 00

m—sR z
< [ o tpOlis [ o) - piolat <
-0 ~-sR
R 46”(’/2 2 2
< e~ ? /2 d e~ /2 _ .
\/2_7;./ 2+22 2+ — |A —1|dz
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Vzemimo poljuben ¢ >.0 in pois¢imo tak R > |Z=1, da je cel prvi ¢len manjsi od

/2. Potem lahko 3e dolo¢imo tak a > cR, da je |A — 1| < ¢/2, kar nam da:

e™* /Zed <5z + _Zz/zdz:e:.

€
5<§+

2T 2\/27r

To je dokaz konvergence porazdelitvenih funkeci) po tockah.

o) m-sR
¢ = [ o -p0lit< [ patti) + p(olde +

—00
) m+sR
+ patt )+ o0t + [ lpalt, )~ p(0lde <
m+sR m—-sR

00 gemlbl/2

\/27r./3 [‘2+22

<

2 1 R 2
+e */%)d +-—/ —Z12|A — 1|dz.
e 1dz Ton _Re | |dz

Spet si izberemo poljuben ¢ > 0 in pois¢emo tak R, da je prvi ¢len manjsi od €/2.
Nato dolo¢imo $e tak a > cR, da je |A — 1| < £/2, pa je:

§ < = +F/ _q/zid < = +2\/2—/ _22/2d2.'—€
™ e

To pa je konvergenca gostot po normi prostora L!(IR). N
22. IZREK

Naj bo » > 0 in s,u poljubni stevili. Gostota p4(z,b) porazdelitve
B4(}b, 2h — u, a,b) po totkah konvergira z rasto¢im b proti gostoti:

o= [ e )

0, z<s

Ce je X slutajna spremenljivka z gostoto verjetnosti p(z), je Y = 3% slu¢ajna
spremenljivka, porazdeljena po zakonu ¥(r, a).

Dokaz:

I 1

_ Ta a1 €
bee—"4/2 Fy(a, b) [(z—s+ 1‘b—r)2 + %‘:']%

blarctan $(z—s+2L)~ Z] )

P4(fc> b)

lim b%e~"/2Fy(a,b) = I'(a).

b—o00
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hm [(:z —s+ —)2 ]m =(z ~s)*t.

him eb[arctan"(z s+4)-%]1 = A,

b—o00
= s:>A = lim e~%[5—arctanu] _

o b—oe

z<s=>A= lim e tlE —arctan 2(s—z—%5)] ¢
b— o0
» ur,  m. r

A= Jim-b t —_ = Y e =) = -

z>s = exp(bi'nol0 [arc anr(:c s+ b) 2]) exp( m—s)

py(z) = -‘iP( <_x);%{P((X<s)+(X>s+l)) :L'>0}:

P(s+1<X<s) z <0

:{ a"’;[lfo'(s+%)}, $>0}:{.#}Jx(s+%), m>0}‘

0, . x<0 0, z<0

To pa je gostota porazdelitve (7, a).
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